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Résumé

Lors de l’initiation à l’étude des variations d’une fonction f à l’aide du signe de sa fonction dérivée, il serait
bienvenu que les deux fonctions f et f ′ s’annulent pour des valeurs exclusivement dans Z. Walter Mesnier,
enseignant au lycée du Bois d’Amour à Poitiers qui nous avait soumis ce problème dans la défunte rubrique :
« Problème de la quinzaine 1 » du site de l’Académie de Poitiers, avait qualifié de gentilles, ces fonctions f définies
et dérivables sur R, telle que les solutions des équations f (x ) = 0 et f ′(x ) = 0 soient toutes entières. Il est très
simple de proposer à nos élèves de gentilles fonctions polynomiales de degré 2, si f (x ) = a (x − x1)(x − x2), il faut
et il suffit que x1 et x2 soient des entiers de même parité pour que f soit gentille. Mais si nous recherchons la
forme générale d’un polynôme de degré 3 scindé dans Z, tel que son polynôme dérivé soit lui aussi scindé dans
Z, on tombe sur un problème moins trivial à résoudre, puisqu’il s’agit de déterminer les solutions dans Z×Z×Z
de l’équation diophantienne 12n 2 = 3p 2+q 2. La résolution de ce problème aboutit à un module GEOGEBRA
permettant de construire toute gentille fonction polynomiale de degré 3, il est disponible sur GEOGEBRA-TUBE
à cet URL : https://www.geogebra.org/m/ckdjctak

Au passage, on évoquera les méthodes de résolution d’une équation de degré 3 et le fameux « Casus irreduci-
bilis 2 », qui montre que l’utilisation de radicaux réels n’est pas suffisante pour exprimer les trois racines réelles
d’une équation aussi simple que 8x 3−6x −1= 0, et fait donc de la fonction g telle que g (x ) = 8x 3−6x −1, une
fonction extrêmement méchante, dont la dérivée est pourtant extrêmement gentille.
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1 Solutions d’une équation de degré 3 exprimées à l’aide de la fonction cos

Étant donné (b , c , d ) ∈R×R×R et f : R −→ R
x 7−→ x 3+ b x 2+ c x +d

, nous allons rechercher les conditions

pour que la courbeC f représentative de la fonction f , coupe l’axe des abscisses en trois points distincts.

1. http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article645
2. Voir Wikipedia : https://en.wikipedia.org/wiki/Casus_irreducibilis
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FIGURE 1 – Courbes représentatives de f et f ′ telles que f (x ) = x 3 + b x 2 + c x +d avec b 2 −3c > 0

1.1 Paramétrisation d’une partie de la cubiqueC f à l’aide de la fonction cos

La fonction dérivée de f est la fonction du second degré f ′, telle que f ′(x ) = 3x 2+2b x + c = 3

�

x +
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3
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−
∆
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,

où ∆ est le discriminant réduit b 2 − 3c . Cette dérivée est représentée par une parabole C f ′ qui admet pour

sommet le point S
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−
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3
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, ce point a même abscisse que le point d’inflexion de C f , car c’est pour cette

valeur que la dérivée seconde f ′′ s’annule. On en déduit le développement de Taylor suivant de f en x0 =
−b

3
:
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Cette expression de f met en évidence que C
�

x0 ; f (x0)
�

est aussi centre de symétrie de C f , car lorsque h est
changé en son opposé, il en est de même de l’écart entre f (x0+h ) et f (x0).

Si on souhaite que l’équation f (x ) = 0 admette trois solutions réelles distinctes, alors f ′(x )doit nécessairement
changer deux fois de signe, on doit donc avoir ∆ > 0, mais cela ne suffit pas. Pour parvenir à une condition

suffisante, exprimons notre développement de Taylor avec h = r. cosα, où r =
2
p
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3
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Lorsqu’une fonction polynomiale f de degré 3 admet un maximum et un minimum local, comme celles re-
présentées en figure 1 ou 2, par des courbes qui admettent deux sommets S1 et S2, une partie de la courbe est
assimilable à une courbe de Lissajous. C’est ce qui est détaillé avec plus de précision, sur la partie de la courbe
comprise dans le rectangle bleu de la figure 2.

L’équation f (x ) = 0 admet trois solutions réelles distinctes, si et seulement siC f coupe trois fois l’axe des

abscisses, cet axe doit donc être sécant avec le cercle de centre C et rayon
r 3

4
. Pour que notre équation ait trois

solutions distinctes, il faut donc adjoindre à l’inégalité∆> 0 cette autre condition :
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FIGURE 2 – gentille fonction f telle que f (x ) = a (x +5)(x −10)(x −19) et f ′(x ) = 3a (x −1)(x −15)

Les solutions x1, x2 et x3 de l’équation f (x ) = 0, et les solutions x ′1 et x ′2 de l’équation f ′(x ) = 0 peuvent alors

s’exprimer à l’aide de α0 = arccos
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Il sera révélé à la fin du paragraphe 2.4, comment a été fabriquée la gentille fonction de cette figure, dont une
version animée est consultable sur geogebra-tube à l’adresse indiquée en préambule.

1.2 Remarques générales sur les équations du troisième degré

On a pris l’habitude de dire que les équations algébriques de degré inférieur ou égal à 4 sont résolubles par
radicaux, mais il faut bien s’entendre sur la signification de l’expression « résoluble par radicaux », car lorsque
qu’un polynôme de R[X] de degré 3 admet 3 racines réelles distinctes, il nous faut déterminer cosα pour lequel
le réel cos(3α) s’exprime par des opérations élémentaires sur les coefficients du polynôme. Chercher cosα tel
que cos 3α=A se ramène au problème de la trisection d’un angle dont A∈ [−1 ; 1] est le cosinus, pour exprimer
la partie réelle de la racine cubique du nombre complexe A± i

p
1−A2. Peut-on parler d’une résolution par

radicaux, lorsqu’il s’agit de calculer les racines cubiques d’un nombre complexe non réel tel que A+ iB ? Sauf cas
particulier aucune des 3 racines cubiques de A+ iB n’est exprimable à l’aide de radicaux, au sens où il s’agirait de
racines carrées ou cubiques de nombres réels exprimables par des opérations élémentaires sur les réels A et B. Il
serait judicieux de remplacer l’expression « résoluble par radicaux » par « extractions de racines », car les racines
cubiques d’un complexe non réel ne sont généralement pas évaluables par des procédés algébriques, c’est ce
qui est expliqué en annexe C, en montrant l’impasse dans laquelle on se trouve pour exprimer cos π9 à l’aide de
radicaux où n’interviendraient que des nombre réels, ce réel est pourtant solution de 8x 3−6x −1= 0.
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Par contre, si un polynôme de degré 3 à coefficients réels n’admet que deux racines réelles distinctes dont
une de multiplicité 2, ou bien une seule racine réelle et deux autres complexes conjuguées non réelles, il devient
possible d’exprimer les racines à l’aide de racines carrées et cubiques, de nombres réels exprimables par des
opérations élémentaires sur les coefficients réels du polynôme, on utilise à cet effet les fonctions hyperboliques
ch ou sh restreintes à R, à la place de la fonction cos. Le fait que les réciproques de sh/R et ch/[1 ;+∞[ soient
exprimables à l’aide de la fonction logarithme sur ]0 ; +∞[, permet d’exprimer les solutions par radicaux réels,
des explications plus détaillées sont fournies en annexe B.

On remarquera aussi que, contrairement aux bruits qui courent dans la littérature mathématique qui ne jure
que par la méthode de Cardan, il n’y a nulle nécessité à faire intervenir le corps C pour calculer les solutions d’une
équation de degré 3, lorsqu’elles sont toutes les trois réelles. Les calculs dans C sont bien entendu dissimulés
derrière l’identité d’Euler :

�

eix +e−ix
�n
= 2n cosn (x ), mais pour n = 3 l’identité 4cos3 x = cos3x + 3cos x est

aisément vérifiable sans intervention de nombres complexes.

2 Recherche de gentilles fonctions polynomiales de degré 3

2.1 Ramenons le problème à l’équation diophantienne 12n 2 = 3p 2+q 2

Nous allons chercher quelle forme doit prendre le triplet (x1, x2, x3) ∈Z×Z×Z, pour que le polynôme dérivé
de P(X) = (X− x1)(X− x2)(X− x3) n’admette lui aussi que des racines entières. Toute gentille fonction f :R−→R
polynomiale de degré 3 pourra être obtenue à partir d’un polynôme tel que P, en posant f (x ) = a P(x ) avec a ∈R∗
quelconque.

Étant donné que P′(X) = 3X2−2(x1+ x2+ x3)X+ (x1 x2+ x2 x3+ x3 x1), nous voudrions qu’il existe un couple

(x ′1, x ′2) ∈Z×Z tel que : x ′1+ x ′2 =
2(x1+ x2+ x3)

3
et x ′1 x ′2 =

x1 x2+ x2 x3+ x3 x1

3
. Posons xC =

x1+ x2+ x3

3
=

x ′1+ x ′2
2

,

l’hypothèse {x ′1, x ′2, x1, x2, x3} ⊂ Z implique que xC = (x1 + x2 + x3)− (x ′1 + x ′2) est aussi élément de Z, cet entier
est l’abscisse du centre de symétrie de la courbe C f représentative d’une fonction polynomiale f telle que

f (x ) = a .P(x ). Soit l’entier naturel n =
�

�x ′2− xC

�

�=
�

�xC − x ′1
�

�, si a = 1 on peut appliquer les résultats du paragraphe
1.1 avec r = 2n , ils permettent de paramétrer une partie de la cubiqueC f de la manière suivante :

�

x (t ) = xC + 2n . cos t
y (t ) = f (xC) + 2n 3. cos(3t )

avec t ∈ [0 ; π]

En permutant éventuellement les indices 1, 2 et 3, et en posant α=
1

3
arccos

− f (xC)
2n 3

, cette paramétrisation d’une

partie deC f permet d’exprimer les solutions de f (x ) = 0 et f ′(x ) = 0 sous la forme suivante :






x1 = xC + 2n . cosα
x2 = xC − n . cosα − n .

p
3 sinα

x3 = xC − n . cosα + n
p

3 sinα

(

x ′1 = xC −n

x ′2 = xC +n

L’entier xC peut être choisi arbitrairement, cela se traduit par le fait que toute gentille fonction est dans une classe
d’équivalence de fonctions, dont les courbes représentatives dans un repère

�

O ; ~ı , ~
�

sont les translatées les
unes des autres, par un vecteur k~ı avec k ∈ Z. Mais on doit rechercher un réel α et des entiers p et q tels que
p = x1− xC = 2n cosα et q = x3− x2 = 2n

p
3 sinα, qui permettent d’exprimer les racines de la manière suivante :

x1 = xC +p ; x2 = xC −
1

2
(p +q ) ; x3 = xC −

1

2
(p −q )

Ces expressions permettent tout à fait d’envisager les situations avec racine triple ou double :
• on a x1 = x2 = x3 = xC si et seulement si p = q = n = 0,
• on a x3 = x2 = xC ±n si et seulement si α= 0 ou α=π, on a alors q = 0, p =±2n et x1 = xC ±2n ,
• on a x1 = x3 = xC +n si et seulement si α= π3 , on a alors p = n , q = 3n et x1 = xC −2n ,
• on a x1 = x2 = xC −n si et seulement si α= 2π

3 , on a alors p =−n , q = 3n et x3 = xC +2n .
En toute situation, y compris les quatre cas particuliers que nous venons d’évoquer, (n , p , q ) doit toujours

vérifier
�

p

2n

�2

+
�

q

2n
p

3

�2

= 1, ce qui équivaut à l’équation diophantienne 12n 2 = 3p 2 + q 2. Il apparait des

solutions évidentes de cette équation, déduites des situations avec racines doubles : si p = ±2n on obtient
q = 0, si p =±n on obtient q = ±3n . Les triplets solutions de l’équation diophantienne qui fournissent des
polynômes avec racines multiples, sont donc uniquement de la forme (n ,±2n , 0) ou (n ,±n ,±3n ). Ils permettent
d’exprimer à l’aide d’un entier quelconque n dans Z, des polynômes tels que : P(X) = (X− xC −2n )(X− xC +n )2

et P′(X) = 3(X− xC +n )(X− xC −n ) ; le réel xC peut être racine triple de P et double de P′ si et seulement si n = 0.
Les calculs ci-dessous, permettent de vérifier que tout autre solution de l’équation diophantienne qui permet
d’exprimer les racines entières d’un polynôme P, est telle que P′ admette lui aussi des racines entières distinctes.

x1 x2+ x1 x3 = (xC +p )(2xC −p ) = 2x 2
C +p xC −p 2 et x2 x3 = x 2

C −p xC +
p 2−q 2

4
= x 2

C −p xC +p 2−3n 2

Donc : P′(X) = 3X2−2(x1+ x2+ x3)X+ x1 x2+ x2 x3+ x3 x1 = 3X2−6xCX+3x 2
C −3n 2 = 3 (X− xC −n ) (X− xC +n )
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2.2 Recherche des premières solutions de l’équation diophantienne sur TI-83-python

Toute solution dans Z×Z×Z de l’équation diophantienne 12n 2 = 3p 2+q 2 pourra s’écrire (d n ; d ′p ; d ′′q ),
avec trois entiers relatifs d , d ′ et d ′′ de même valeurs absolues et un triplet (n , p , q ) ∈ N× N× N que nous
qualifierons de primitif lorsque n , p et q sont premiers entre eux. Pour plus d’efficacité nous allons donc
rechercher les seules solutions dans N× N× N, pour lesquelles on aura pgcd(n , p , q ) = 1. Avec n > 1 on ne pourra
obtenir que des polynômes avec trois racines distinctes, car nous avons vu que seuls les triplets de la forme
(n ,±2n ,0) ou (n ,±n ,±3n ), permettent de former des polynômes avec une racine double, voire triple si n = 0.
Étant donné un entier naturel k à choisir lors de l’exécution sur calculatrice TI-83 du script python ci-dessous,
on recherche de manière exhaustive les solutions primitives pour tout n ∈ [1 ; k ].

On teste seulement les entiers p ∈ [1 ; 2n [ pour lesquels
pgcd(n , p ) = 1, car si trois entiers n , p et q premiers entre eux
sont liés par la relation 12n 2 = 3p 2+q 2, alors tout facteur premier
commun à n et p est aussi nécessairement facteur premier de
q . Les deux seuls entiers n et p sont donc premiers entre eux si
et seulement si pgcd(n , p , q ) = 1. On doit ensuite rechercher des
couples d’entiers naturels, (n , p ) tels que 12n 2−3p 2 soit le carré
parfait d’un entier q , on sélectionne pour cela tous les entiers
p ∈ [1 ; 2n [ premiers avec n , tels que

p

12n 2−3p 2 soit un entier.
Pour n < 7, ce script affiche pour unique solution (1; 1; 3), c’est le
seul triplet primitif avec q 6= 0 qui peut générer des polynômes
qui ont une racine double.

Dès que qu’un entier n ¾ 7 permet d’obtenir des solutions, on en voit apparaitre au moins trois distinctes
avec ce même entier n . Cela vient du fait que si (n , p , q ) est une première solution primitive, l’entier p est la
distance entre la racine désignée arbitrairement par x1 et la moyenne xC des trois racines, on doit donc pouvoir
exprimer au moins deux autres triplets solutions de l’équation diophantienne en remplaçant p par les distances

entre xC et l’une des deux autres racines : p ′ =
�

�x2− xC

�

� =

�

�p −q
�

�

2
ou p ′′ =

�

�x3− xC

�

� =
p +q

2
. On vérifie ainsi

que
�

n , p ′, q ′
�

=

�

n ,

�

�p −q
�

�

2
,

3p +q

2

�

et
�

n , p ′′, q ′′
�

=

�

n ,
p +q

2
,

�

�3p −q
�

�

2

�

sont aussi deux autres solutions de

l’équation diophantienne : 3
�

p −q

2

�2

+
�

3p +q

2

�2

= 3
�

p +q

2

�2

+
�

3p −q

2

�2

= 3p 2+q 2 = 12n 2.

Nous reviendrons sur ce fait au paragraphe 2.4, on vérifiera que si (n , p , q ) est une solution primitive, alors
(n , p ′, q ′) et (n , p ′′, q ′′) sont aussi des solutions primitives qui engendrent une même famille de gentilles fonctions
polynomiales du troisième degré. On montrera aussi que parmi ces trois triplets, il y en existe toujours un et un
seul dont la dernière composante q , q ′ ou q ′′ est multiple de 24, cela permettra d’exprimer plus simplement
toute gentille fonction polynomiale de degré 3. Pour n < 60, il faut n ∈ {7;13;19;31;37;43;49} pour obtenir des
solutions, cela nous fournit une première liste de 7 ensembles de 3 triplets primitifs qui permettent d’engendrer
chacun, toute une famille de gentilles fonctions obtenues en faisant varier (a , xC, d ) dans R×Z×Z.

1. E7 = {(7, 2, 24), (7, 11, 15), (7, 13, 9)} fournit les fonctions f telles que :

f (x ) = a (x − xC −2d ) (x − xC −11d ) (x − xC +13d ) et f ′(x ) = 3a (x − xC +7d )(x − xC −7d )

2. E13 = {(13, 1, 45), (13, 22, 24), (13, 23, 21)} fournit les fonctions f telles que :

f (x ) = a (x − xC −d ) (x − xC −22d ) (x − xC +23d ) et f ′(x ) = 3a (x − xC +13d )(x − xC −13d )

3. E19 = {(19, 11, 63), (19, 26, 48), (19, 37, 15)} fournit les fonctions f telles que :

f (x ) = a (x − xC −11d ) (x − xC −26d ) (x − xC +37d ) et f ′(x ) = 3a (x − xC +19d )(x − xC −19d )

4. E31 = {(31, 13, 105), (31, 46, 72), (31, 59, 33)} fournit les fonctions f telles que :

f (x ) = a (x − xC −13d ) (x − xC −46d ) (x − xC +59d ) et f ′(x ) = 3a (x − xC +31d )(x − xC −31d )

5. E37 = ({37, 26, 120), (37, 47, 99), (37, 73, 21)} fournit les fonctions f telles que :

f (x ) = a (x − xC −26d ) (x − xC −47d ) (x − xC +73d ) et f ′(x ) = 3a (x − xC +37d )(x − xC −37d )

6. E43 = {(43, 22, 144), (43, 61, 105), (43, 83, 39)} fournit les fonctions f telles que :

f (x ) = a (x − xC −22d ) (x − xC −61d ) (x − xC +83d ) et f ′(x ) = 3a (x − xC +43d )(x − xC −43d )

7. E49 = {(49, 23, 165), (49, 71, 117), (49, 94, 48)} fournit les fonctions f telles que :

f (x ) = a (x − xC −23d ) (x − xC −71d ) (x + xC −94d ) et f ′(x ) = 3a (x − xC +49d )(x − xC −49d )
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Pour une même valeur de n , notre équation diophantienne peut avoir plus de trois solutions, mais toujours en
nombre multiple de 3. Pour qu’il y en ait six il faut au minimum n = 91, les solutions obtenues sont (91, 61, 297),
(91, 74, 288), (91, 107, 255), (91, 118, 240), (91, 179, 57), (91, 181, 33), elles permettent d’exprimer deux fonctions :

f1(x ) = a (x − xC +179d ) (x − xC −61d ) (x − xC −118d )

f2(x ) = a (x − xC +181d ) (x − xC −74d ) (x − xC −107d )

Ces deux fonctions ont la même fonction dérivée f ′ telle que : f ′(x ) = 3a (x − xC +91d )(x − xC −91d ). on peut
vérifier que f1 et f2 ont bien les mêmes coefficients de degré 3, 2 et 1, qui sont respectivement a , −3a xc et
a (3x 2

C −24843d 3), mais leurs coefficients de degré 0 sont nécessairement différents étant donné que f1 et f2 sont
différentes, sinon leurs décompositions en facteurs irréductibles ci dessus seraient identiques.

Le plus petit entier n qui fournit plus de 6 solutions est 1729 pour lequel il y a 12 solutions, le plus petit
entier pour lequel on obtient plus de 12 solutions est n = 53599, pour lequel il y en a 24. Cette progression
géométrique du nombre de solutions : 3 ; 6 ; 12; 24 est assez étonnante, d’autant plus que plusieurs heures de
calcul n’ont pas permis de trouver un entier n , pour lequel on ait un nombre de solutions égal à 9 ; 15 ; 18 ou 21.
Pour parvenir à ces résultats donnés en annexe A, il est proposé un algorithme plus efficace que celui utilisé
ci-dessus, car il est inadapté pour de très grands entiers. La méthode utilisée qui consiste à tester tous les termes
d’une suite arithmétique, même si celle-ci est bien choisie, demande des temps de calculs extrêmement longs
sur calculatrice. Sur ordinateur les temps de calculs sont considérablement raccourcis, mais la méthode utilisée
devient quand même inopérante pour les grands entiers, car bien que python soit censé effectuer des calculs
arithmétiques exacts sans borne supérieure pour les entiers, il n’en est pas de même avec les nombres réels
obligatoirement limités en précision. On tombe alors dans un piège inhérent à tout calcul automatisé dès que
n devient trop grand, on constate des inégalités sqrt

�

n 2
�

6= |n | arithmétiquement fausses, car la fonction «sqrt»
retourne des résultats de type «réels flottants» limités en précision ; il faudra donc prévoir une procédure spéciale
pour reconnaitre un carré parfait très grand. Après avoir résolu l’équation diophantienne dans le paragraphe
suivant, nous proposons en annexe A un script python optimisé tenant compte de ces remarques, les temps de
calcul sont considérablement améliorés et nous découvrirons ainsi, qu’avec n = 3 591 133 il y a 48 solutions.

2.3 Solution générale de l’équation diophantienne 12n 2 = 3p 2+q 2

On a déjà vu que notre équation admet comme solutions évidentes dans N× N× N, tous les triplets de la
forme (n , n , 3n ) ou (n , 2n ; 0) avec n ∈ N, et que ces solutions ne permettaient d’obtenir que des polynômes ayant
une racine double, voire triple si n = 0. Pour obtenir des polynômes avec trois racines entières distinctes, il faut et
il suffit que les entiers naturels p et q vérifient q 6= 0 et 3p 6= q , toute solution avec n > 1 telle que pgcd(n , p , q ) = 1
fournira donc des polynômes avec trois racines simples.

Si (n , p , q ) est une telle solution dans Z×Z×Z de l’équation 3p 2 + q 2 = 12n 2, alors n 6= 0 et
�

q

n
;

p

n

�

est

solution dans Q×Q de l’équation en (x , y ) : x 2+3y 2 = 12. Réciproquement toute solution dans Q×Q de cette

équation exprimée sous la forme (x , y ) =
�

q

n
,

p

n

�

, à l’aide de (n , p , q ) ∈Z×Z×Z, fournit ce triplet comme solution

de notre équation diophantienne. Le point A(0 ; 2) sur l’ellipse E d’équation x 2+3y 2 = 12 tracée en figure 3, va
nous servir de point de départ pour déterminer tous les autres points de coordonnées rationnelles sur E .

FIGURE 3 – Ellipse admettant les équations paramétriques x (t ) =
12t

3t 2+1
et y (t ) =

6t 2−2

3t 2+1
.
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Si un autre point B sur cette ellipse a des coordonnées rationnelles, le coefficient directeur de la droite (AB) qui

est
yB+2

xB
est lui aussi rationnel. Réciproquement, considérons une droite d passant par A de coefficient directeur

rationnel t , elle admet pour équation y = t x −2 ; en substituant t x −2 à y dans l’équation de E ci-dessus, on peut
vérifier que d recoupe E en un point B à coordonnées rationnelles, car on doit résoudre cette équation de degré 2

x 2+3(t 2 x 2−4t x +4) = 12 équivalente à x
�

(3t 2+1)x −12t
�

= 0. L’abscisse de B est donc
12t

3t 2+1
et son ordonnée

est
12t 2

3t 2+1
−2=

6t 2−2

3t 2+1
. Si on suppose que t est rationnel, il existe des entiers u et v premiers entre eux, qui

permettent d’écrire t et les coordonnées de B sous forme de fractions : t =
u

v
⇒ xB =

12u v

3u 2+ v 2
et yB =

6u 2−2v 2

3u 2+ v 2
.

Nous n’avons besoin que des seules solutions de l’équation diophantienne dans N× N× N, on posera donc
(n , p , q ) =

�

3u 2+ v 2,
�

�6u 2−2v 2
�

� , 12u v
�

en utilisant exclusivement des entiers u et v positifs. Pour parvenir à
exprimer finalement une solution primitive, il nous faudra diviser ce triplet par pgcd(n , p , q ). Si on suppose que
u et v sont premiers entre eux, les seuls facteurs premiers communs que peuvent avoir 12u v et 3u 2+ v 2 sont 2
lorsque u et v sont impairs, et 3 lorsque celui ci est diviseur de v . Si v = 3v ′ avec v ′ ∈ N, après simplification
par 3 on obtient la solution :

�

u 2+3v ′2,
�

�6v ′2−2u 2
�

� , 12v ′u
�

; qui aurait pu être obtenue directement à l’aide de

t =
v ′

u
, on en comprend mieux les raisons sur la figure 3 où l’on a tracé deux droites de coefficients directeurs

t =
u

v
et

1

3t
=

v ′

u
. Toute solution primitive de 12n 2 = 3p 2+q 2 peut donc être exprimée en partant d’un couple

(u , v ) d’entiers premiers entre eux, tel que v ne soit pas multiple de 3. Pour parvenir à exprimer toute solution
primitive, il ne nous reste donc à envisager que deux autres possibilités :
• si u et v sont tels que l’un soit pair et l’autre impair, aucun facteur premier de 12u v ne peut diviser 3u 2+ v 2,

on obtient d’emblée la solution primitive :

(n , p , q ) =
�

3u 2+ v 2 ,
�

�6u 2−2v 2
�

� , 12u v
�

• si u et v sont impairs, 6u 2−2v 2 et 3u 2+ v 2 sont multiples de 4, on peut alors effectuer une simplification
par 4, et puisqu’ aucun facteur premier de 3u v ne peut être diviseur de 3u 2± v 2, on obtient cette solution
primitive :

(n , p , q ) =

�

3u 2+ v 2

4
,

�

�3u 2− v 2
�

�

2
, 3u v

�

Même les triplets qui engendrent des polynômes avec une racine double peuvent s’exprimer sous l’une de ces
deux formes, le triplet (1, 2, 0) est obtenu avec (u , v ) = (0, 1) et (1, 1, 3) est obtenu avec (u , v ) = (1, 1).

2.4 Conclusion : forme générale des gentilles fonctions polynomiales de degré 3

Nous sommes parvenus à exprimer toutes les solutions primitives de notre équation diophantienne selon
deux formes possibles, mais pour engendrer l’ensemble des racines de tout gentil polynôme du troisième degré,
nous allons voir qu’il est possible de n’en utiliser qu’une seule. Lorsqu’on utilise des entiers u et v impairs,
on obtient des triplets dont la dernière composante 3u v est impaire, pourtant dans la liste des solutions du
paragraphe 2.2, parmi les trois triplets qui permettent d’engendrer une même famille de gentilles fonctions, il en
apparait toujours un dont la troisième composante est multiple de 24. Ceci est une propriété générale, qui va
nous permettre d’ignorer cette deuxième forme possible des solutions de l’équation diophantienne.

Éclaircissons d’abord les raisons pour lesquelles les racines d’un gentil polynôme du troisième degré, peuvent
être obtenues à partir de plusieurs solutions distinctes de l’équation diophantienne. Si on considère un premier
triplet (n , p , q ) ∈ N× N× N tel que pgcd(n , p , q ) = 1 et 12n 2 = 3p 2 +q 2 nous avons déjà constater en 2.2, que

(n , p ′, q ′) =
�

n ,
p −q

2
,

3p +q

2

�

et (n , p ′′, q ′′) =
�

n ,
p +q

2
,

3p −q

2

�

étaient aussi des solutions dans N×Z×Z de

l’équation diophantienne, et nous pouvons vérifier que les racines qu’elles engendrent sont les symétriques par
rapport à xC de celles engendrées par (n , p , q ). car :

xC +p ′ = xC +
p −q

2
, xC −

p ′+q ′

2
= xC −p , xC −

p ′−q ′

2
= xC +

p +q

2

xC +p ′′ = xC +
p +q

2
, xC −

p ′′+q ′′

2
= xC −p , xC −

p ′′−q ′′

2
= xC +

p −q

2

Il apparait encore plus de solutions de l’équation diophantienne par changement de signe de n , p , p ′, p ′′, q , q ′

et q ′′, mais l’ensemble des racines engendrées est insensible aux signes de q , q ′ et q ′′, et encore moins au signe
de n qui n’intervient que pour exprimer les racines xC ±n du polynôme dérivé. Par contre, avec (n ,−p , q ), on
obtient un ensemble de racines symétrique par rapport à xC de celui obtenu avec (n , p , q ), le changement de
signe de p ′ ou p ′′ permet donc de retrouver les mêmes racines qu’avec (n , p , q ).

On peut de plus vérifier que si
�

n , p , q
�

est une solution primitive alors
�

n ,
�

�p ′
�

� , q ′
�

et
�

n , p ′′,
�

�q ′′
�

�

�

sont aussi des
solutions primitives, car si d est un diviseur premier de pgcd(n , p ′, q ′) ou de pgcd(n , p ′′, q ′′), il doit aussi diviser

7



p ′+q ′ = p ′′+q ′′′ = 2p et q ′−3p ′ = 3p ′′−q ′′ = 2q . Mais, puisque pgcd(n , p , q ) = 1, le seul facteur premier que
pourraient avoir en commun n , 2p et 2q est nécessairement 2, pourtant n ne peut pas être pair, sinon p et q qui
doivent être nécessairement de même parité seraient tous les deux impairs. Or dans Z/8Z on a 12 ≡ 32 ≡ 52 ≡ 72,
on aboutirait alors à une contradiction, car avec n pair, la projection dans Z/8Z de l’égalité 12n 2 = 3p 2 + q 2

donnerait 0= 4.
Finalement nous allons vérifier que parmi les trois solutions primitives (n , p , q ), (n ,

�

�p ′,
�

�q ′) ou (n ′, p ′′,
�

�q ′′
�

�), il
y en a toujours une et une seule dont la dernière composante est paire. En observant les deux formes possibles
des solutions de l’équation diophantienne à la fin du paragraphe précédent, on voit que l’un des trois entiers
q , q ′ ou q ′′ doit de plus être multiple de 24; ce qui fournit un excellent moyen d’accélérer la recherche de nos
gentilles fonctions à l’aide de moyens numériques. Cela apparait immédiatement si on utilise des entiers u et v
de parités différentes, dans cette situation on a du poser q = 12u v qui est évidemment multiple de 24 puisque u
ou v est pair, et de plus q ′ et q ′′ ne peuvent pas être pairs, car par projection de q ′ et q ′′ dans Z/2Z on obtient
q ′ = q ′′ = 3(u 2− v 2)±6u v = u − v = 1.

Par contre si on utilise des entiers u et v impairs et que l’on doive poser (p , q ) =

�
�

�3u 2− v 2
�

�

2
, 3u v

�

, il est

évident que q = 3u v et impair et on a {q ′, q ′′}=
§

3

4

�

�3u 2− v 2−2u v
�

� ,
3

4

�

�3u 2− v 2+2u v
�

�

ª

. Si u et v impairs on

vérifie alors qu’un et un seul des deux nombres 3(3u 2− v 2±2u v ) est divisible par 8. car en arithmétique modulo
8 les entiers impairs u , v et u v sont nécessairement équivalents à 1, 3, 5 ou 7, on a donc les congruences modulo
8 suivantes : u 2 ≡ v 2 ≡ 1. Il ne nous reste donc que quatre cas à envisager :
• si u v ≡ 1 alors 3u 2− v 2−2u v ≡ 3−1−2≡ 0 et 3u 2− v 2+2u v ≡ 3−1+2≡ 4,
• si u v ≡ 3 alors 3u 2− v 2−2u v ≡ 3−1−6≡ 4 et 3u 2− v 2+2u v ≡ 3−1+6≡ 0,
• si u v ≡ 5 alors 3u 2− v 2−2u v ≡ 3−1−10≡ 0 et 3u 2− v 2+2u v ≡ 3−1+10≡ 4,
• si u v ≡ 7 alors 3u 2− v 2−2u v ≡ 3−1−14≡ 4 et 3u 2− v 2+2u v ≡ 3−1+14≡ 0.

Dans les quatre cas on voit que les deux entiers
3

4

�

3u 2− v 2−2u v
�

et
3

4

�

3u 2− v 2+2u v
�

sont bien, de parités

différentes, on arrive donc à la conclusion suivante :

Pour toute gentille fonction polynomiale f :R−→R de degré 3 il existe :

• deux entiers naturels de parité différentes u et v premiers entre eux tels que 3 ne divise pas v ,
• un couple d’entiers relatifs (xC, d ),
• un nombre réel a non nul,

qui permettent d’exprimer f sous la forme suivante :

f (x ) = a
�

x − xC +d (6u 2−2v 2)
� �

x − xC −d (3u 2− v 2+6u v )
� �

x − xC −d (3u 2− v 2−6u v )
�

On aurait pu dès le départ exhiber le polynôme P unitaire de degré 3 dont les racines entières sont :

x1 = xC −d (6u 2−2v 2) , x2 = xC +d (3u 2− v 2+6u v ) , x3 = xC +d (3u 2− v 2−6u v ),

puis vérifier par un simple calcul que x ′1 = xC + d (3u 2 + v 2) et x ′2 = xC − d (3u 2 + v 2), sont bien les racines de
P′(X) = 3X2−2(x1+ x2+ x3)X+ x1 x2+ x2 x3+ x3 x1 en constatant que :

x ′1+ x ′2 = 2xC =
2(x1+ x2+ x3)

3
et x ′1 x ′2 = x 2

C −d 2(3u 2+ v 2)2 =
(x2+ x3)x1+ x2 x3

3

Mais notre étude en dit plus, en affirmant que toutes les fonctions que nous cherchions peuvent s’exprimer
sans exception comme nous venons de le faire ci-dessus, même les cas particuliers avec une racine double
s’obtiennent en posant (u , v ) = (0, 1), et ceux avec une racine triple peuvent s’obtenir en posant d = 0.

Dans l’expression générale d’une gentille fonction polynomiale de degré 3 ci-dessus, le réel a non nul peut
être quelconque, cela permet de fixer le centre de symétrie de la courbe représentative de la gentille fonction que
l’on souhaite créer, à condition qu’il ait une ordonnée yCnon nulle. L’abscisse de ce centre de symétrie est xC, on
doit donc avoir f (xC) = yC. En posant p = d (3u 2 − v 2) et q = 6d u v on obtient f (xC) = 2a p (p 2 −q 2), avec trois

racines distinctes on a p (p 2−q 2) 6= 0, il suffit alors de poser a =
yC

2p
�

p 2−q 2
� pour obtenir f (xC) = yC.

À titre d’exemple, revenons sur la manière avec laquelle a été choisie l’illustration du paragraphe 1.1 :

(a) On a choisi de placer arbitrairement le centre de symétrie en C (8 ; 2), d’où xC = 8.

(b) On a été au plus simple en choisissant (u , v ) = (1, 2) et d = 1, on obtient (n , p , q ) = (7, 2, 24) et les racines :

x1 = xC +p = 10 , x2 = xC −
p −q

2
= 19 , x3 = xC −

p +q

2
=−5

(c) Étant donné le polynôme P tel que P(X) = (X−10)(X−19)(X+5) = X3−24X2+45X+950, son polynôme dérivé
P′ tel que P′(X) = 3

�

X2−16X+15
�

admet bien pour racines x ′1 = xC −n = 1 et x ′2 = xC +n = 15.

(d) On a P(8) = 286, on a donc posé a =
2

286
et nous avons représenté la fonction f telle que :

f (x ) =
1

143

�

x 3−24x 2+45x +950
�

et f ′(x ) =
3

143

�

x 2−16x +15
�
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A Recherche des solutions de 12n 2 = 3p 2+q 2 avec python

Le script suivant permet d’afficher les solutions pour tous les entiers n compris entre deux bornes qu’il
faut entrer à son lancement, Il s’arrête dès que pour un même entier n , on a obtenu un nombre de solutions
supérieurs ou égal à s qui est le troisième paramètre demandé. En demandant l’arrêt pour au moins 4 solutions
on en obtient 6, cela ne peut pas nous étonner car on sait qu’elles sont en nombre multiple de 3. En demandant
l’arrêt pour au moins 9 solutions, on en obtient 12, jamais 9 ; en demandant au moins 15 solutions, le plus petit
entier n obtenu est 53 599 pour lequel il y a 24 solutions, et pire encore dès que l’on en demande au moins 25,
après un long temps de calcul on obtient 48 solutions pour n = 3 591 133. On peut aussi vérifier qu’il n’ y a aucun
entier inférieur à 3 591 133, pour lequel il y aurait un nombre de solutions différent de 3, 6, 12, 24, 48.

On peut donc conjecturer que le nombre de solutions serait toujours de la forme 3×2a avec a ∈ N, plusieurs
heures de calcul sur ordinateur avec le script ci-dessous légèrement modifié pour ne tester que les entiers écrits
sous la forme n = 3u 2+ v 2 avec u et v premiers entre eux, de parité différente et tel que 3 ne divise pas v , n’ont
pas pu remettre en cause cette hypothèse, mon ordinateur tourne encore pour trouver un nombre de solutions
au moins égal à 51.

B Équations de degré 3 qui n’ont qu’une ou deux solutions dansR
Il s’agit toujours de résoudre f (x ) = 0 où f est la fonction polynomiale de degré trois à coefficients réels telle

que f (x ) = x 3 + b x 2 + c x +d . Lorsque le discriminant réduit ∆= b 2 − 3c est positif, on pourra considérer le

cercleC de rayon r =
4
p
∆

3

27
, et centre C

�

−
b

3
; f

�

−
b

3

��

. Les situations où notre équation du troisième degré

n’admet plus trois solutions réelles distinctes sont les suivantes :
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B.1 Le cercleC est tangent à l’axe des abscisses

Lorsque f

�

−
b

3

�

= ±
r 3

4
, le cercle C de la figure 2 n’est plus sécant avec l’axe des abscisses, mais lui est

seulement tangent. Il y a un doublon dans les expressions des solutions de f (x ) = 0 du paragraphe 1.1, il n’y a
donc que deux solutions qui s’expriment très simplement à l’aide de radicaux :

• lorsque f

�

−
b

3

�

> 0, on a x1 = x3 =
−b

3
+

r

2
avec α0 =−

π

3
;

• lorsque f

�

−
b

3

�

< 0, on a x2 = x3 =
−b

3
−

r

2
avec α0 = 0.

B.2 Le cercleC ne rencontre plus l’axe des abscisses

On observe sur les graphiques de la figure 4 que le cercle C ne rencontre plus l’axe des abscisses, lorsque

f

�

−
b

3

�

/∈
�

−
r 3

4
;

r 3

4

�

, l’équation f (x ) = 0 n’admet donc plus qu’une seule solution réelle. La fonction arccos

définie seulement sur [−1 ; 1] ne peut plus être utilisée, mais on pourra avoir recours à la fonction cosinus
hyperbolique ch : R −→ R

x 7−→
ex +e−x

2

, et l’identité :

ch3(x ) =

�

ex +e−x

2

�3

=
e3x +e−3x

8
+3

ex +e−x

8
=

1

4
ch(3x ) +

3

4
ch(x )

Pour mettre en évidence l’unique solution de f (x ) = 0, on continuera à poser r =
2
p
∆

3
, mais il faudra tenir

compte du fait que Argch est définie seulement sur [1 ; +∞[. On posera alors α0 =
1

3
Argch

�

4

r 3

�

�

�

�

f

�

−b

3

��

�

�

�

�

, puis

selon le signe de f

�

−b

3

�

, on utilisera le développement de Taylor vu en 1.1 avec h = r ch(α) ou bien h =−r ch(α) :

f

�

−
b

3
+ r. ch(α)

�

= f

�

−
b

3

�

+
r 3

4
ch(3α) f

�

−
b

3
− r. ch(α)

�

= f

�

−
b

3

�

−
r 3

4
ch(3α)

FIGURE 4 – Cubiques sécantes avec l’axe des abscisses en un seul point

• si f
�

− b
3

�

< 0 avec la première égalité on obtient la solution −
b

3
+ r. ch(α0), (graphique à gauche en figure 4 ).

• si f
�

− b
3a

�

> 0 avec la deuxième égalité on obtient la solution −
b

3
− r. ch(α0), (graphique à droite en figure 4 ).

Dans les deux cas, la solution est exprimable par radicaux réels et ne nécessite plus l’utilisation des fonctions ch
et Argch, car on peut montrer que la restriction de ch à R+ est injective et que sa fonction réciproque est :

Argch : [1 ; +∞[ −→ R+
y 7−→ ln

�

y +
p

y 2−1
�

En posant y =

�

�

�

�

4

r 3
f

�

−b

3

��

�

�

�

, on a :

ch
�

1

3
Argch(y)

�

=
e

1
3 Argch(y)+e−

1
3 Argch(y)

2
=

e
1
3 ln

�

y+
p

y 2−1
�

+e−
1
3 ln

�

y+
p

y 2−1
�

2
=

3
q

y +
p

y 2−1+ 3
q

y −
p

y 2−1

2
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B.3 f est strictement monotone surR

Nous distinguerons les deux cas∆= 0 et∆< 0. Lorsque∆= 0, bien que f ′ s’annule en
b

3
, f est strictement

monotone car f ′ ne change pas de signe. Le développement de Taylor de f en
−b

3
prend alors la forme très

simple f

�

−
b

3
+h

�

= f

�

−
b

3

�

+h 3, la seule racine réelle de l’équation f (x ) = 0 est x0 =−
b

3
+ 3

√

√

√− f

�

−
b

3

�

.

Lorsque ∆ est strictement négatif, comme précédemment f ′ ne change pas de signe et f est strictement
monotone. Dans cette situation, le calcul de l’unique solution réelle de l’équation f (x ) = 0 est plus complexe,
nous aurons recours à la fonction sinus hyperbolique sh : R −→ R

x 7−→ ex−e−x

2

, qui vérifie l’identité :

sh3(x ) =

�

ex −e−x

2

�3

=
e3x −e−3x

8
−3

ex −e−x

8
=

1

4
sh(3x )−

3

4
sh(x )

Avec r =
2
p

|∆|
3

, le développement de Taylor de f en
−b

3
permet les calculs successifs suivants :

f

�

−
b

3
+ r. sh(α)

�

= f

�

−
b

3

�

+
r 3

4

�

3 sh (α) +4 sh3(α)
�

= f

�

−
b

3

�

+
r 3

4
sh(3α)

En posant α0 =
1

3
Argsh

�

−4

r3
f

�

−b

3

��

on voit que −
b

3
+ r. sh(α0) est l’unique solution réelle de l’équation f (x ) = 0.

Si on pose y =
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r 3
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, il apparait encore que cette solution réelle s’exprime par radicaux, car on montre que

la réciproque de sh est Argsh : R −→ R
y 7−→ ln

�

y +
p

y 2+1
�

. On obtient donc cette écriture avec radicaux :
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C Casus irreducibilis

On remarque que lorsqu’une équation du troisième degré à coefficients réels n’admet qu’une solution réelle
et une ou deux autres complexes conjuguées, ou bien seulement deux solutions réelles mais aucune autre même
complexe, elles peuvent s’exprimer à l’aide de racines carrées et cubiques de nombres réels calculables par des
opérations élémentaires sur les coefficients de l’équation, l’expression « résoluble par radicaux » prend alors
tout son sens. Par contre, il me semblerait préférable de dire que les équations algébriques de degré inférieur
ou égal à 4, sont résolubles par extractions de racines, étant entendu que l’extraction de racines doit s’étendre
au corps C, même lorsque les coefficients de l’équation sont tous réels, car comme nous l’avons vu, pour les
équations du troisième degré à coefficients réels qui admettent trois solutions dans R, il faut faire appel aux
fonctions trigonométriques et leurs réciproques pour extraire ces racines !

Les formules de Cardan et l’utilisation de j=−
1

2
+ i

p
3

2
qui est l’une des racines cubiques de l’unité habituelle-

ment notée ainsi, nous sont d’aucune aide pour pouvoir exprimer par exemple cos
π

9
par radicaux de nombres

réels, ce réel est pourtant solution de l’équation 8x 3−6x −1= 0, ( voir figure 5 ). Pour résoudre cette équation,
Jérôme Cardan 3 poserait x = u + v pour écrire l’équation de la façon suivante :

8(u + v )3−6(u + v )−1= 0 ; 8(u 3+ v 3) +24u v (u + v )−6(u + v )−1= 0

En imposant 4u v = 1= (2u )3× (2v )3, l’équation prend la forme simplifiée (2u )3+ (2v )3 = 1, tout le génie créateur
de Cardan a été alors d’imaginer, que (2u )3 et (2v )3 étaient effectivement d’hypothétiques racines du polynôme

X2−X+1. C’est ainsi qu’on peut se permettre d’écrire cinq siècles plus tard
�

(2u )3 ; (2v )3
	

=
¦

1+i
p

3
2 ; 1−i

p
3

2

©

.
Mais nous sommes confrontés à un « casus irreducibilis » ainsi nommé par les anciens, dit d’une manière

plus triviale on tourne en rond. Même si aujourd’hui on sait écrire 1+i
p

3
2 sous la forme ei π3 et ses trois racines

cubiques sous la forme ei (6k+1)π
9 , on n’a pas fait avancer la question posée en posant {2u ; 2v }=

¦

ei (6k+1)π
9 ; ei −(6k+1)π

9

©

et x = u + v =Re
�

ei (6k+1)π
9

�

. On sait tout simplement que cos
π

9
est un réel positif qui est la partie réelle d’une

racine cubique de 1+i
p

3
2 , qu’on ne sait pas extraire et évaluer sans les moyens de l’analyse numérique.

3. Nom francisé du mathématicien Girolamo Cardano né à Pavie en 1501 : https://fr.wikipedia.org/wiki/Jérôme_Cardan
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FIGURE 5 – Cubique qui coupe l’axe des x en x1 = cos
π

9
, x2 = cos

5π

9
et x3 = cos

7π

9

Serait-il possible d’écrire cos
π

9
en utilisant les seuls coefficients du polynôme 8X3−6X−1, et les opérations du

corps (R,+,×) en y ajoutant le symbole n
p pour exprimer dansR des racines carrées, cubiques, quadratiques. . . ?

On sait aujourd’hui qu’il faut répondre à cette question par la négative, c’est confronté à ce type de problème
que Jérôme Cardan fit faire un pas de géant aux mathématiques, en introduisant des nombres qu’on qualifiait
d’imaginaires au XVIe siècle, et qui sont à l’origine des nombres complexes qui n’ont plus rien de mystérieux
aujourd’hui.
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\abstract{Lors de l'initiation à l'étude   des variations d'une  fonction $f$ à l'aide   du signe de sa fonction  dérivée,
	il serait bienvenu que  les deux fonctions $f$ et $f'$ s'annulent  pour  des valeurs exclusivement dans $\Z$.
	Walter Mesnier, enseignant au lycée du Bois d'Amour à Poitiers qui nous avait soumis ce problème dans la  défunte rubrique :
	<<\,Problème de la quinzaine\footnote{\href{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article645}%
	{http://ww2.ac-poitiers.fr/math/spip.php?article645}}\,>> du site  de l'Académie de Poitiers,
	avait qualifié de gentilles, ces fonctions $f $  définies et dérivables sur $\R$,
	telle que les solutions  des équations $f(x)=0$  et $f'(x)=0$ soient toutes entières.
	Il est très simple de proposer à nos élèves  de  gentilles fonctions polynomiales de degré 2,
	si  $f(x)=a(x-x_1)(x-x_2)$,
	il faut et il suffit que  $x_1$ et $x_2$ soient  des entiers de même parité pour que $f$ soit  gentille.
	Mais si nous recherchons  la forme générale d'un   polynôme de degré 3 scindé dans $\Z$,
	tel que son  polynôme dérivé soit  lui aussi scindé dans $\Z$,
	on tombe sur un problème moins trivial à résoudre,
	puisqu'il s'agit de déterminer  les solutions dans  $\Z\times\Z\times\Z$  de  l'équation diophantienne $12n^2=3p^2+q^2$.
	La résolution de ce problème  aboutit à  un module GEOGEBRA permettant de construire  toute gentille fonction polynomiale de degré 3,
	il est disponible sur GEOGEBRA-TUBE  à cet URL :
	\href{https://www.geogebra.org/m/ckdjctak}{https://www.geogebra.org/m/ckdjctak}

	Au passage,
	on évoquera les méthodes de résolution d'une équation de degré 3 et le fameux
	<<\,Casus irreducibilis\footnote{Voir Wikipedia : \href{https://en.wikipedia.org/wiki/Casus\_irreducibilis}%
	{https://en.wikipedia.org/wiki/Casus\_irreducibilis}}\,>>,
	qui montre que l'utilisation de radicaux réels n'est pas suffisante pour exprimer
	les trois racines réelles d'une équation aussi simple que $8x^3-6x-1=0$,
	et fait  donc de la fonction $g$ telle que $g(x)=8x^3-6x-1$,
	une fonction extrêmement méchante,
	dont la dérivée est pourtant extrêmement  gentille.
}
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\section{ Solutions d'une équation de  degré 3 exprimées  à l'aide de la fonction cos}
	Étant donné $(b,c,d)\in\R\times\R\times\R$ et $\fonction{f}{\R}{\R}{x}{x^3+bx^2+cx+d}$,
	nous allons rechercher  les conditions pour que la courbe $\mathcal C_f$ représentative de la fonction $f$,
	coupe  l'axe des abscisses en trois points distincts.
	\subsection{Paramétrisation d'une partie de la cubique  $\mathcal C_f$  à l'aide de la fonction $\cos$\label{ts}}
		La fonction dérivée de $f$ est la fonction du second degré $f'$,
		telle que \mbox{$f'(x)=3x^2+2bx+c=3\left(x+\dfrac b3\right)^2-\dfrac\Delta3 $},
		où $\Delta$ est le   discriminant réduit $b^2-3c$.
		Cette dérivée est représentée par une parabole  $\mathcal C_{f'}$ qui admet pour sommet
		le point $\coord{S}{-\dfrac b3}{-\dfrac\Delta3}$ ,
		ce point a même abscisse que le  point d'inflexion  de  $\mathcal{C}_f$,
		car c'est pour cette valeur que la dérivée seconde $f''$ s'annule.
		On en déduit le développement de  Taylor suivant de $f$  en $x_0=\dfrac{-b}{3}$   :
		\[ f\left(x_0+h\right)=
			f\left(x_0\right)  +f'\left(x_0\right)h+ f''\left(x_0\right)\dfrac{h^2}2 +f'''\left(x_ 0\right)\dfrac{h^3}6
			= \stabilo{jaune}{$f\left(-\dfrac{b}{3}\right)  -\dfrac{\Delta}{3}h +h^3$}
		\]
		Cette expression de $f$ met en évidence que
		$\coord{C}{x_0}{f\left(x_0\right)}$ est aussi  centre de symétrie de $\mathcal C_f$,
		car lorsque $h$ est changé en son opposé,
		il en est de même de l'écart entre $f\left(x_0+h\right)$ et $f(x_0)$.

		Si on souhaite que l'équation $f(x)=0$ admette   trois solutions réelles distinctes,
		alors  $f'(x)$  doit  nécessairement changer deux fois de signe,
		on doit donc avoir   $\Delta>0$, mais cela ne  suffit pas.
		\begin{figure}\centering
			\IncludeGraphics[width=8cm, trim=0 30 0 30]{cubique-parabole}
			\caption{\footnotesize \label{cp}Courbes représentatives de $f$ et $f'$ telles que $f(x)=x^3+bx^2+cx+d$ avec $b^2-3c>0$}
		\end{figure}
		Pour parvenir à une condition suffisante,
		exprimons  notre  développement de Taylor avec $h =r.\cos\alpha$,
		où $r=\dfrac{2\sqrt{\Delta}}{3 }$ est l'écart   entre les abscisses  $\dfrac{-b\pm\sqrt\Delta}3$ des sommets de la cubique $\mathcal C_f$ :
		\[ f\left(-\dfrac{b}{3}+ r.\cos\alpha\right)= f\left(-\dfrac{b}{3}\right)-
			\dfrac{\Delta}3\times\dfrac{2\sqrt{\Delta}}{3}\cos{(\alpha)} +
			\dfrac{8\sqrt{\Delta}^3}{27}\cos^3(\alpha)
			= 		f\left(-\dfrac{b}{3}\right)+\dfrac{8\sqrt{\Delta^3}}{27}\left(\cos^3(\alpha)-\dfrac34\cos\alpha\right)
		\]
		À l'aide de l'identité
		$\cos^3(\alpha)
		=\left(\dfrac{\expc{\alpha}+ \expc[-]{\alpha}}2\right)^3=
		\dfrac{\expc[3]{\alpha}+ \expc[-3]{\alpha}}8+ 3\dfrac{\expc{\alpha}+ \expc[-]{\alpha}}8
		=\dfrac14\cos(3\alpha)+\dfrac34\cos\alpha$,
		on en déduit :
		\[\stabilo{jaune}{$f\left(-\dfrac{b}{3}+r.\cos\alpha\right)=f\left(-\dfrac{b}{3}\right)+ \dfrac{r^3}4.\cos(3\alpha)$}
		\]
		Lorsqu'une fonction polynomiale $f$ de degré 3 admet un maximum et un minimum local,
		comme  celles  représentées  en  figure \ref{cp} ou \ref{gc},
		par des courbes  qui admettent    deux sommets   $S_1$ et $S_2$,
		une partie de la courbe est   assimilable à une courbe de Lissajous.
		C'est ce qui est détaillé avec plus de précision,
		sur la partie de la courbe comprise dans le rectangle bleu de la figure \ref{gc}.

		L'équation $f(x)=0$ admet trois solutions réelles distinctes,
		si et seulement si  $\mathcal C_f$ coupe trois fois l'axe des abscisses,
		cet axe   doit  donc être  sécant avec le  cercle  de centre $C$ et rayon $\dfrac{r^3}4$.
		Pour que notre équation ait trois solutions distinctes,
		il faut donc adjoindre à l'inégalité   $ \Delta>0$ cette  autre condition  :
		$\abs{f\left(-\dfrac{b}{3}\right)}<\dfrac{r^3}{4}$.

		Les solutions $x_1$, $x_2$ et $x_3$ de l'équation $f(x)=0$,
		et les  solutions $x'_1$ et $x'_2$ de l'équation $f'(x)=0$
		peuvent alors s'exprimer  à l'aide de
		$\alpha_0= \text{arccos}\left(-\dfrac{4}{r^3}f\left(-\dfrac{b}{3}\right)\right)$ et  $r=\dfrac{2\sqrt\Delta}{3}$  :
		\[\left\{	\begin{array}{ccccccc}
				x'_1&=&-\dfrac{b}{3}-\dfrac r2\\[4mm]
				x'_2&=&-\dfrac{b}{3}+\dfrac r2
			\end{array}	\right.\qquad\qquad
			\left\{\begin{array}{ccccl}
				x_1&=&-\dfrac{b}{3}&+& r.\cos\dfrac{\alpha_0}3\\[2mm]
				x_2&=&-\dfrac{b}{3}&+& r.\cos\dfrac{\alpha_0-2\pi}3\\[2mm]
				x_3&=&-\dfrac{b}{3}&+& r.\cos\dfrac{\alpha_0+2\pi}3
			\end{array}\right.
		\]
		\begin{figure}\centering
			\IncludeGraphics[ trim=0 30 0 30 , width=17cm]{gentille-cubique.pdf}
			\caption{\footnotesize \label{gc}
			\href{https://www.geogebra.org/m/ckdjctak}{
			gentille fonction  $ f$  telle que $f(x)=a(x+5)(x-10)(x-19)$ et $f'(x)=3a(x-1)(x-15)$ }}
		\end{figure}
		\embedfile[desc=fichier geogebra de la figure  gentille-cubique ]{\CurrentDir{gentille-cubique.ggb}}
		\embedfile[desc= figure  gentille-cubique ]{\CurrentDir{gentille-cubique.pdf}}
		Il sera révélé à la fin du paragraphe \ref{fg},
		comment a été fabriquée   la gentille  fonction  de cette figure,
		dont une version animée est consultable sur  geogebra-tube à l'adresse indiquée en préambule.
	\subsection{Remarques générales sur les équations du troisième degré}
		On a pris l'habitude de dire que les équations algébriques de degré inférieur ou égal  à 4
		sont  résolubles par radicaux,
		mais il faut bien s'entendre sur la signification de l'expression  <<\,résoluble par radicaux\,>>,
		car lorsque qu'un polynôme de $\R[X]$ de degré 3 admet  3 racines réelles distinctes,
		il nous faut déterminer  $\cos\alpha$  pour lequel  le réel  $\cos(3\alpha)$ s'exprime par des opérations
		élémentaires  sur  les coefficients du polynôme.
		Chercher  $\cos\alpha$ tel que $\cos3\alpha=A$  se ramène au problème de la trisection d'un angle dont
		$A\in\interff{-1}{1}$ est le cosinus,
		pour exprimer    la partie réelle de la racine cubique  du nombre complexe
		$A\pm \rm{ {i}}\sqrt{1-A^2} $.
		Peut-on parler d'une résolution par radicaux,
		lorsqu'il s'agit   de calculer les   racines cubiques d'un nombre complexe non réel tel que $A+\rm{ {i}}B$ ?
		Sauf cas particulier aucune des  3  racines cubiques  de $A+\rm{ {i}} B$ n'est  exprimable à l'aide de radicaux,
		au sens où il s'agirait de racines carrées ou cubiques  de nombres réels exprimables par des opérations élémentaires
		sur  les réels $A$ et $B$.
		Il serait judicieux de remplacer l'expression <<\,résoluble par radicaux\,>> par <<\,extractions de racines\,>>,
		car les racines cubiques d'un complexe non réel ne sont généralement  pas évaluables par des procédés algébriques,
		c'est ce qui est expliqué en annexe   \ref{ci}, en montrant l'impasse dans  laquelle on se trouve pour exprimer $\cos\frac\pi9$  à l'aide de radicaux
		où n'interviendraient  que des nombre réels, ce réel est pourtant solution de $8x^3-6x-1=0$.

		Par contre,
		si un  polynôme de degré 3 à coefficients réels n'admet que deux racines réelles distinctes  dont une de multiplicité 2,
		ou bien une seule racine réelle et deux autres complexes conjuguées non réelles,
		il devient  possible d'exprimer  les   racines  à l'aide de racines  carrées et cubiques,
		de  nombres réels exprimables par des opérations élémentaires sur les coefficients réels du polynôme,
		on utilise à  cet effet   les fonctions hyperboliques ch ou sh restreintes à $\R$,
		à la place de la fonction cos.
		Le fait que  les réciproques  de $\text{sh}_{/\R}$ et $\text{ch}_{/\interfo 1{+\infty}}$
		 soient exprimables à l'aide de la fonction logarithme sur  $\interoo0{+\infty}$,
		permet d'exprimer les solutions par radicaux réels,
		des explications plus détaillées sont fournies en annexe  \ref{an}.

		On remarquera  aussi que,
		contrairement aux bruits qui courent dans la littérature mathématique qui ne jure que par la méthode de Cardan,
		il n'y a nulle nécessité à  faire intervenir le corps $\C$ pour calculer les  solutions  d'une équation de degré 3,
		lorsqu'elles sont toutes les trois réelles.
		Les calculs dans $\C$ sont  bien entendu  dissimulés derrière l'identité d'Euler :
		$\left(\expc x +\expc[-]{x}\right)^n=2^n\cos^n(x)$,
		mais pour $n=3$ l'identité  $4\cos^3x=\cos3x+3 \cos x $ est aisément vérifiable sans intervention de nombres complexes.
\section{Recherche de gentilles fonctions polynomiales de degré 3}
	\subsection{Ramenons le problème à l'équation diophantienne $12n^2=3p^2+q^2$ \label{ed}}
		Nous allons chercher quelle forme doit prendre le triplet $(x_1,x_2,x_3)\in\Z\times \Z\times\Z$,
		pour que  le polynôme  dérivé de $P(X)=(X-x_1)(X-x_2)(X-x_3)$ n'admette lui aussi	que des  racines entières.
		Toute gentille fonction $f :\R \longrightarrow\R$ polynomiale de degré 3  pourra être obtenue à partir d'un polynôme tel que $P$,
		en posant $f(x)=aP(x)$ avec $a\in\R^*$ quelconque.

		Étant donné que  $P'(X)=3X^2-2(x_1+x_2+x_3)X+ (x_1x_2+x_2x_3+x_3x_1)$,
		nous voudrions qu'il existe un couple  $(x'_1,x'_2)\in\Z\times\Z$ tel que  :
		$x'_1+x'_2=\dfrac{2(x_1+x_2+x_3)}{3}$ et $x'_1x'_2=\dfrac{x_1x_2+x_2x_3+x_3x_1}{3}$.
		Posons $x_C=\dfrac{x_1+x_2+x_3}{3}=\dfrac{x'_1+x'_2}{2}$,
		l'hypothèse     $\{x'_1,x'_2, x_1,x_2,x_3\}\subset\Z$ implique que $x_C=(x_1+x_2+x_3)-(x'_1+x'_2)$ est aussi élément de $\Z$,
		cet entier est l'abscisse du centre de symétrie de la courbe  $\mathcal C_f$ représentative d'une fonction polynomiale $f$ telle que
		$f(x)=a.P(x)$.
		Soit l'entier naturel  $n=\abs{x'_2-x_C}=\abs{x_C-x'_1}$,
		si $a=1$ on peut  appliquer les résultats    du paragraphe  \ref{ts} avec $r=2n$,
		ils  permettent de paramétrer une  partie de la cubique $\mathcal C_f$  de la manière   suivante :
		\[\left\{ \begin{array}{ccccc}
					x(t) 	&= 	&x_C	&+	&2n.\cos t\\
					y(t) 	&= 	&f\left(x_C\right)     &+	&2n^3.\cos(3t)\\
		  \end{array}\right. \qquad\text{ avec } t\in \interff{0}{\pi}
		\]
		En permutant éventuellement les indices 1, 2 et 3,
		et en posant $		\alpha =\dfrac13\text{arccos}\dfrac{-f\left(x_C\right)}{2n^3}$,
		cette paramétrisation d'une partie de $\mathcal C_f$ permet d'exprimer les solutions  de   $f(x)=0$ et $f'(x)=0$ sous la forme suivante :
		\[\left\{\begin{array}{ccccccc}
				x_1&=&x_C&+&2n.\cos\alpha\\
				x_2&=&x_C&-&n.\cos\alpha&-&n.\sqrt3\sin\alpha\\
				x_3&=&x_C&-&n.\cos\alpha&+&n\sqrt3\sin\alpha
			\end{array}\right.\qquad\qquad
		\left\{	\begin{array}{ccccccc}
				x'_1&=&x_C-n\\[2mm]
				x'_2&=&x_C+n
			\end{array}	\right.
			\]
		L'entier $x_C$  peut être choisi arbitrairement,
		cela se traduit par le fait que	toute  gentille fonction est dans une classe d'équivalence de fonctions,
		dont les courbes représentatives dans un repère $\orthoij$ sont les translatées les unes des autres,
		par un vecteur $k\vec\imath$ avec $k\in\Z$.
		Mais on doit rechercher   un réel $\alpha$ et des entiers 	$p$ et $q$
		tels que $ p=x_1-x_C=2n\cos\alpha$ et $q=x_3-x_2=2n\sqrt3\sin\alpha$,
		qui permettent d'exprimer les racines de la manière suivante  :
		\[x_1=x_C+p \qquad;\qquad x_2=x_C-\dfrac12(p+q)\qquad;\qquad x_3=x_C-\dfrac12(p-q)
		\]
		Ces expressions permettent tout à fait d'envisager les situations  avec racine triple ou  double :
		\begin{itemize}
			\item on a $x_1=x_2=x_3=x_C$  si et seulement si $p=q=n=0$,
			\item  on a   $x_3=x_2=x_C\pm n$  si et seulement si  $\alpha=0$ ou $\alpha=\pi$,  on a alors $q=0$, $p=\pm2n$ et $x_1=x_C\pm2n$,
			\item on a $x_1=x_3=x_C+n$  si et seulement si  $\alpha=\frac{\pi}3$,  on a alors  $p=n$, $q=3n$ et $x_1=x_C-2n$,
			\item on a $x_1=x_2=x_C-n$   si et seulement si  $\alpha=\frac{2\pi}3$, on a alors $p=-n$, $q=3n$ et   $x_3=x_C+2n$.
			\end{itemize}
		En toute situation, y compris les quatre cas particuliers que nous venons d'évoquer,
		$(n,p,q)$  doit toujours  vérifier \mbox{$\left(\dfrac p{2n} \right) ^2+\left(\dfrac q{2n\sqrt3} \right) ^2=1 $},
		ce qui équivaut à l'équation diophantienne $12n^2=3p^2+q^2$.
		Il apparait  des solutions  évidentes de cette équation,
		déduites des situations avec racines doubles :
		si $p=\pm2n$  on obtient   $q=0$,
		si  \mbox{$p=\pm n$}  on obtient   $q=\pm3n$.
		Les triplets solutions de l'équation diophantienne qui   fournissent des polynômes  avec racines multiples,
		sont donc uniquement  de  la forme  $(n,\pm2n,0)$ ou $(n,\pm n,\pm 3n)$.
		Ils permettent d'exprimer  à l'aide d'un entier quelconque $n$ dans $\Z$,
		des polynômes tels que   : \mbox{$P(X)=(X-x_C-2n)(X-x_C+n)^2$} et $P'(X)=3(X-x_C+n)(X-x_C-n)$ ;
		le réel  $x_C$  peut être racine triple de $P$ et double de $P'$ si et seulement si  $n=0$.
		Les calculs ci-dessous,
		permettent de  vérifier que tout autre solution de l'équation diophantienne  qui permet d'exprimer les racines entières d'un   polynôme $P$,
		est telle que  $P'$ admette lui  aussi des racines entières distinctes.
		\[ x_1x_2+x_1x_3=(x_C+p)(2x_C-p)=2x_C^2+px_C-p^2  \text{\quad et \quad }
		x_2x_3=x_C^2-px_C+\dfrac{p^2-q^2}4=x_C^2-px_C+p^2-3n^2\]
		\[\text{Donc : }P'(X)= 3X^2-2(x_1+x_2+x_3)X+x_1x_2 +x_2x_3+x_3x_1
			     =3 X^2-6x_CX+     3x_C^ 2- 3n^2
			     = 3 \left( X-x_ C-n \right)\left(X-x_C+n\right)
		\]
	\subsection{Recherche  des premières solutions de l'équation diophantienne  sur TI-83-python	\label{algo} }
		Toute  solution dans \mbox{$\Z\times\Z\times\Z$}  de l'équation diophantienne  $12n^2=3p^2+q^2$ pourra  s'écrire  $( dn\;;\;d'p\;;\;d''q)$,
		avec trois entiers relatifs $d$, $d'$ et $d''$ de même valeurs absolues
		et un triplet  $(n,p,q)\in\N\times\N\times\N$ que nous qualifierons de primitif lorsque $n$, $p$ et $q$ sont premiers entre eux.
		Pour plus d'efficacité nous allons donc  rechercher 	les seules   solutions   dans $\N\times\N\times\N$,
		pour lesquelles on aura  $\text{pgcd}(n,p,q)=1$.
		Avec $n>1$  on ne pourra obtenir  que des polynômes avec trois racines distinctes,
		car nous avons vu que seuls les triplets de la forme $(n,\pm2n,0)$ ou $(n,\pm n,\pm 3n)$,
		permettent de former des polynômes avec une racine double, voire triple si $n=0$.
		Étant donné    un entier naturel $k$ à choisir lors de l'exécution  sur calculatrice {\sf TI-83}
		du script  python  ci-dessous,
		on recherche   de manière exhaustive les  solutions  primitives  pour tout   $n\in\interff1k$.

		\noindent\begin{minipage}{0.57\linewidth}
			\quad On teste seulement les entiers $p\in\interfo{1}{2n}$ pour lesquels $\text{pgcd}(n,p)=1$,
			car si trois entiers $n$, $p$ et $q$  premiers entre eux  sont liés par la relation  $12n^2=3p^2+q^2$,
			alors tout  facteur premier commun  à  $n$ et $p$ est aussi nécessairement facteur premier de $q$.
			Les deux seuls entiers $n$ et $p$ sont donc premiers entre eux si et seulement si $\text{pgcd}(n,p,q)=1$.
		    On doit ensuite rechercher des couples   d'entiers  naturels,
			$(n,p)$ tels que  $12n^2-3p^2$ soit le carré parfait d'un  entier $q$,
			on sélectionne  pour cela  tous les  entiers $p\in\interfo1{2n}$ premiers avec $n$,
			tels que $\sqrt{12n^2-3p^2}$ soit un entier.
			Pour   $n<7$, ce script  affiche  pour unique  solution  $(1;1;3)$,
			c'est le seul    triplet primitif avec $q\neq0$ qui  peut  générer des polynômes qui ont   une  racine double.
		\end{minipage}
		\begin{minipage}{0.43\linewidth}
				\flushright\setlength{\fboxsep}{0pt}\setlength{\fboxrule}{1.5pt}%
				\fbox{\IncludeGraphics[width=0.95\textwidth]{ecran1-TI83}\hspace{-2.8mm}}
		\end{minipage}\\

		 Dès que qu'un entier $n\se7$ permet d'obtenir des solutions,
		on en voit apparaitre au moins  trois   distinctes avec  ce même entier $n$.
		Cela vient du fait que  si $(n,p,q)$  est une première solution primitive,
		l'entier $p$ est la distance entre la racine désignée arbitrairement par $x_1$ et la moyenne $x_C$ des trois racines,
		on doit donc pouvoir exprimer au moins deux autres triplets solutions de l'équation diophantienne  en remplaçant $p$
		par les distances entre $x_C$ et l'une des deux autres racines : $p'=\abs{x_2-x_C}=\dfrac{\abs{p-q}}2$ ou $p''=\abs{x_3-x_C}=\dfrac{p+q}2$.
		On vérifie ainsi    que		$\left( n,p',q' \right)=\left( n ,\dfrac{\abs{p-q}}2 ,\dfrac{3p+q}2  \right)$ et $\left( n,p'',q'' \right)=\left( n ,\dfrac{p+q}2 ,\dfrac{\abs{3p-q}}2  \right)$
		sont aussi deux autres  solutions de l'équation diophantienne  :
		$3\left(\dfrac{p-q}2 \right)^2+\left(\dfrac{3p+q}2 \right)^2=3\left(\dfrac{p+q}2 \right)^2+\left(\dfrac{3p-q}2 \right)^2
		=3p^2+q^2=12n^2
		$.

		Nous reviendrons sur ce fait au paragraphe \ref{fg},
		on vérifiera que si $(n,p,q)$ est une solution primitive,
		alors $(n,p',q')$ et $(n,p'',q'')$ sont  aussi des solutions primitives qui engendrent une même famille de gentilles fonctions polynomiales du troisième degré.
		On montrera aussi que  parmi ces trois triplets,
		il y en existe toujours un et un seul dont la dernière composante $q$, $q'$ ou $q''$  est multiple de 24,
		cela  permettra d'exprimer plus simplement toute  gentille fonction polynomiale de degré 3.
		Pour $n<60$, il faut  $n\in \{7;13;19;31;37;43;49\}$ pour obtenir  des solutions,
		cela nous fournit une première  liste de  7 ensembles de 3   triplets primitifs qui  permettent d'engendrer  chacun,
		toute une famille de gentilles fonctions obtenues en faisant varier $(a,x_C,d)$ dans $\R\times \Z\times\Z$.
		\begin{enumerate}
			\item $E_7= \left\{(7,2,24),(7,11,15),(7,13,9)\right\}$  fournit les fonctions $f$ telles que :
			\[ f(x)=a\left(x -x_ C-2d\right)\left(x-x_C -11d\right)\left(x-x_C +13d\right)\text{\quad et \quad }
				f'(x)=3a(x-x_C+7d)(x-	x_C-7d)\]
			\item $E_{13}= \left\{(13,1,45),(13,22,24),(13,23,21)\right\}$ fournit les fonctions $f$ telles que :
			\[f(x)=a\left(x -x_ C-d\right)\left(x-x_C -22d\right)\left(x-x_C +23d\right)\text{\quad et \quad }
			f'(x)=3a(x-x_C+13d)(x-x_C-13d)\]
				\item $E_{19 }= \left\{(19,11,63),(19,26,48),(19,37,15)\right\}$  fournit les fonctions $f$ telles que :
				\[f(x)=a\left(x -x_ C-11d\right)\left(x-x_C -26d\right)\left(x-x_C +37d\right)\text{\qquad et \qquad }
				f'(x)=3a(x-x_C+19d)(x-x_C-19d)\]
			\item $E_{31 }=\left\{ (31,13,105),(31,46,72),(31,59,33)\right\}$ fournit les fonctions $f$ telles que :
			\[f(x)=a\left(x -x_ C-13d\right)\left(x-x_C -46d\right)\left(x-x_C +59d\right)\text{\qquad et \qquad }
			f'(x)=3a(x-x_C+31d)(x-x_C-31d)	\]
			\item $E_{37 }=(\left\{ 37,26,120),(37,47,99),(37,73,21)\right\}$  fournit les fonctions $f$ telles que :
			\[	f(x)=a\left(x -x_ C-26d\right)\left(x-x_C -47d\right)\left(x-x_C +73d\right)\text{\qquad et \qquad }
			f'(x)=3a(x-x_C+37d)(x-x_C-37d)\]
			\item  $E_{43}=\left\{ (43,22,144),(43,61,105),(43,83,39)\right\}$ fournit les fonctions $f$ telles que :
			\[f(x)=a\left(x -x_ C-22d\right)\left(x-x_C -61d\right)\left(x-x_C +83d\right)\text{\qquad et \qquad }
			f'(x)=3a(x-x_C+43d)(x-x_C-43d)\]
			\item $E_{49 }=\left\{(49,23,165),(49,71,117),(49,94,48)\right\}$  fournit les fonctions $f$ telles que :
			\[ f(x)=a\left(x -x_ C-23d\right)\left(x-x_C -71d\right)\left(x+x_C -94d\right)\text{\qquad et \qquad }
			f'(x)=3a(x-x_C+49d)(x-x_C-49d)\]
				\end{enumerate}
		Pour une même valeur de $n$,
		notre équation diophantienne  peut avoir plus de trois solutions,
		mais toujours en nombre multiple de 3.
		Pour qu'il y en ait six il faut au minimum $n=91$,
		les solutions obtenues sont $(91,61,297)$, $ (91,74 ,288)$, $(91,107 ,255)$, $(91,118 ,240)$, $ (91,179 ,57)$, $ (91,181 ,33)$,
		elles  permettent d'exprimer deux  fonctions :
		\[f_ 1(x)=a\left(x -x_ C+179d\right)\left(x-x_C -61d\right)\left(x-x_C -118d\right)
	    \]
		\[f_ 2(x)=a\left(x -x_ C+181d\right)\left(x-x_C -74d\right)\left(x-x_C -107d\right)
	    \]
        Ces deux fonctions   ont la  même fonction dérivée $f'$ telle que :$f'(x)=3a(x-x_C+91d)(x-x_C-91d)$.
        on peut vérifier que  $f_1$ et $f_2$ ont bien les mêmes  coefficients de degré 3, 2 et 1,
        qui sont respectivement $a$, $-3ax_c$ et $a(3x_C^2-24843d^3)$,
         mais  leurs coefficients de degré 0 sont nécessairement  différents
		étant donné que $f_1$ et $f_2$ sont différentes,
		sinon  leurs  décompositions en facteurs irréductibles ci dessus  seraient identiques.

        Le plus petit entier $n$ qui fournit plus de 6 solutions est  1729 pour lequel il y a 12 solutions,
        le plus petit entier  pour lequel on obtient plus de 12  solutions   est    $n=53\,599$,
		pour lequel  il y en a  24.
		Cette progression géométrique  du nombre de solutions : 3 ; 6 ; 12 ; 24 est assez étonnante,
		d'autant plus que plusieurs heures de calcul n'ont pas permis de trouver  un entier $n$,
		pour lequel on ait un nombre de solutions égal à 9 ; 15 ; 18 ou 21.
		Pour parvenir à ces résultats donnés en annexe A,
		il est proposé  un algorithme plus efficace que celui  utilisé ci-dessus,
		car il   est inadapté pour de très grands entiers.
		La méthode utilisée qui consiste à tester tous les termes d'une suite arithmétique,
		même si celle-ci est bien choisie,
		demande des temps de calculs extrêmement longs sur calculatrice.
		Sur ordinateur les temps de calculs  sont  considérablement raccourcis,
		mais la méthode utilisée devient  quand même inopérante pour les grands entiers,
		car bien que  python soit censé effectuer des calculs arithmétiques exacts sans borne supérieure pour les entiers,
		il n'en est pas de même avec les nombres réels obligatoirement limités en précision.
		On tombe alors dans un piège inhérent à tout  calcul automatisé dès que $n$ devient trop grand,
		on  constate des inégalités 	$\text{sqrt}\left( n ^2\right)\neq |n|$ arithmétiquement fausses,
		car  la fonction <<sqrt>> retourne des  résultats  de type <<réels flottants>> limités en précision ;
		il faudra donc prévoir une procédure spéciale pour reconnaitre un  carré parfait très grand.
		Après avoir résolu l'équation diophantienne  dans le paragraphe suivant,
		nous proposons en annexe A un    script python optimisé tenant compte de ces remarques,
		les temps de calcul sont   considérablement améliorés et 	nous découvrirons ainsi,
		qu'avec $n=3\,591\,133$  il y a  48 solutions.
	\subsection{Solution générale  de l'équation diophantienne $12n^2=3p^2+q^2$ \label{sg}}
		On a déjà vu que notre  équation  admet comme solutions évidentes dans $\N\times\N\times\N$,
		tous les triplets  de la forme $(n,n,3n)$ ou  $(n,2n;0)$ avec $n\in\N$,
		et que ces solutions   ne permettaient d'obtenir que des polynômes ayant une  racine double, voire triple si $n=0$.
		Pour obtenir des polynômes avec trois racines entières distinctes,
		il faut et il suffit que les entiers naturels  $p$ et $q$ vérifient  $q \neq0 $ et $3p\neq q$,
		toute  solution avec $n>1$ telle que $\text{pgcd}(n,p,q)=1$ fournira donc des polynômes avec trois  racines simples.

		Si $(n,p,q)$ est une telle  solution dans $\Z\times\Z\times\Z$ de l'équation $3p^2+q^2=12n^2$,
		alors $n\neq0$ et $\left( \dfrac{q}{n}\;;\;\dfrac{p}{n}\right)$ est  solution dans  $ \Q\times\Q$ de l'équation
		en $(x,y)$  : $x^2+3y^2=12$.
		Réciproquement toute solution dans $\Q\times\Q$   de  cette équation  exprimée sous la forme
		$(x,y)=\left(\dfrac{q}{n} , \dfrac{p}{n} \right)$,
		à l'aide  de  $(n,p,q)\in\Z\times\Z\times\Z$,
		fournit  ce triplet comme   solution de notre équation diophantienne.
		Le point $\coord A02$ sur   l'ellipse $\mathcal E$ d'équation $x^2+3y^2=12$ tracée en  figure \ref{ellipse},
		va  nous servir de point de départ pour   déterminer tous les autres points  de coordonnées  rationnelles sur $\mathcal E$.
		\begin{figure}[h]
			\centering
			\IncludeGraphics[width=13cm,trim= 30 30 30 20 ]{Ellipse}
			\caption{\label{ellipse}
			                Ellipse admettant les équations paramétriques $x(t)=\dfrac{12t}{3t^2+1}$ et $y(t)=\dfrac{6t^2-2}{3t^2+1} $.
						}
		\end{figure}

	   Si un autre point  $B$ sur  cette ellipse a des coordonnées rationnelles,
		le coefficient directeur de la droite $(AB)$  qui est  $\dfrac{y_B+2}{x_B}$ est lui aussi rationnel.
		Réciproquement,
		considérons une  droite $d$  passant par $A$ de coefficient directeur  rationnel $t$,
		elle admet  pour équation $y=tx-2$ ;
		en substituant $tx-2$ à $y$ dans l'équation de $\mathcal E$ ci-dessus,
		on  peut vérifier que $d$  recoupe  $\mathcal E$ en un point  $B$ à coordonnées rationnelles,
		car on doit  résoudre cette équation de degré 2
		$x^2+3(t^2x^2-4tx+4)=12$		équivalente à  $x \left((3t^2+1)x- 12t\right)=0 $.
		L'abscisse de  $B$ est donc  $\dfrac{12t}{3t^2+1}$ et son ordonnée est $\dfrac{12t^2}{3t^2+1}-2=\dfrac{6t^2-2}{3t^2+1}$.
		Si on suppose  que $t$ est rationnel,
		il existe des entiers $u$ et $v$ premiers entre eux,
		qui permettent d'écrire $t$ et les coordonnées de $B$ sous forme de fractions :
		$t=\dfrac uv\Rightarrow x_B=\dfrac{12uv}{3u^2+v^2}   \text{ et }y_B=\dfrac{6u^2-2v^2}{3u^2+v^2}$.
		Nous n'avons besoin  que   des seules solutions de l'équation diophantienne dans $\N\times\N\times\N$,
		on posera  donc  $ (n,p,q)=\left( 3u^2+v^2, \abs{6u^2-2v^2},12uv\right)$ en utilisant exclusivement  des entiers $u$ et $v$ positifs.
		Pour parvenir à exprimer   finalement une solution primitive,
		il nous faudra diviser ce triplet par $\text{pgcd}(n,p,q)$.
		Si on suppose  que $u$ et $v$  sont  premiers entre eux,
	   les seuls facteurs premiers communs que peuvent avoir  $12uv$ et $3u^2+v^2$  sont 2  lorsque $u$ et $v$ sont impairs,
	    et 3  lorsque celui ci est diviseur de $v$.
		Si $v=3v'$ avec $v'\in\N$,
		après  simplification par 3 on obtient la solution : $\left(u^2+3v'^2, \abs{6v'^2-2u^2} ,12v'u \right)$ ;
		qui  aurait pu être obtenue directement à l'aide de $t=\dfrac{v'}{u}$,
		on en comprend mieux les raisons sur la figure \ref{ellipse}
		où l'on a tracé deux droites de coefficients directeurs $t=\dfrac uv$ et $\dfrac1{3t}=\dfrac{v'}u$.
		Toute  solution primitive de $12n^2=3p^2+q^2$ peut  donc être exprimée  en partant d'un couple $(u ,v) $ d'entiers   premiers entre eux,
		tel que  $v$ ne soit pas  multiple de 3.
		Pour parvenir à exprimer  toute solution primitive,
		il ne nous reste  donc à envisager que deux autres possibilités :
		\begin{itemize}
			\item si  $u$ et $v$ sont tels que l'un soit pair et l'autre impair,
				aucun facteur premier de $12uv$ ne peut diviser $3u^2+v^2$,
				on obtient  d'emblée la  solution	 primitive :
			\[(n,p,q) = \left(3u^2+v^2\, ,\,  \abs{6u^2-2v^2}\,,\,12uv\right)
			\]
			\item si $u$ et $v$ sont impairs,
				$6u^2-2v^2$ et  $3u^2+v^2$  sont  multiples de 4,
				on peut alors   effectuer une   simplification par 4,
				et puisqu' aucun   facteur premier de $3uv$  ne peut   être diviseur de  $3u^2\pm v^2$,
				on obtient cette solution primitive :
				\[(n,p,q)=\left( \dfrac{3u^2+v^2}4 \,,\,\dfrac{\abs{3u^2-v^2}}2 \,,\,3uv\right)
				\]
		\end{itemize}
		Même les triplets  qui engendrent des polynômes avec une racine double peuvent s'exprimer sous l'une de ces deux formes,
		le triplet $(1,2,0)$ est obtenu avec   $(u,v)=(0,1)$  et $(1,1,3)$ est obtenu avec  $(u,v)=(1,1)$.
	\subsection{Conclusion : forme générale des gentilles fonctions polynomiales de degré 3 \label{fg}}
		Nous sommes parvenus à exprimer  toutes les solutions primitives de notre équation diophantienne selon deux formes possibles,
		mais 	pour engendrer l'ensemble des racines de tout gentil polynôme du troisième degré,
		nous allons voir qu'il est possible de n'en utiliser qu'une seule.
		Lorsqu'on utilise des entiers $u$ et $v$ impairs,
		on obtient des triplets dont  la dernière composante $3uv$ est impaire,
		pourtant 	dans la liste des solutions    du paragraphe  \ref{algo},
		parmi les trois triplets qui permettent d'engendrer une même famille de gentilles fonctions,
		il en  apparait toujours un dont la troisième composante est multiple de 24.
		Ceci est une propriété  générale,
		qui  va nous permettre d'ignorer cette  deuxième forme possible des solutions de l'équation diophantienne.

		Éclaircissons d'abord les raisons pour lesquelles les racines d'un gentil polynôme du troisième degré,
		peuvent être obtenues à partir de plusieurs solutions distinctes de  l'équation diophantienne.
		Si on considère  un premier triplet $(n,p,q)\in\N\times\N\times\N$  tel que $\text{pgcd}(n,p,q)=1$ et $12n^2=3p^2+q^2$
		nous avons déjà constater en \ref{algo},
		que $(n,p',q')=\left( n ,\dfrac{p-q}2 ,\dfrac{3p+q}2  \right)$ et $(n,p'',q'')=\left( n ,\dfrac{p+q}2 ,\dfrac{3p-q}2  \right)$
		étaient    aussi  des solutions dans $\N\times\Z\times\Z$ de l'équation diophantienne,
		et nous pouvons vérifier que les racines  qu'elles engendrent sont les symétriques par rapport à $x_C$ de celles engendrées par  $(n,p,q)$.
		 car :
		\[ x_C+p'= x_C+\dfrac{p-q}{2}   \quad,\quad
			x_C-\dfrac{p'+q'}{2}=x_C-p \quad,\quad
			x_C-\dfrac{p'-q'}{2}=x_C+\dfrac{p+q}2
		\]
		\[x_C+p''= x_C+\dfrac{p+q}{2}  \quad,\quad
			x_C-\dfrac{p''+q''}{2}=x_C-p \quad,\quad
			x_C-\dfrac{p''-q''}{2}=x_C+\dfrac{p-q}2
		\]
		Il apparait encore plus de solutions de l'équation diophantienne  par changement de  signe de $n$, $p$, $p'$, $p''$, $q$, $q'$ et $q''$,
		mais l'ensemble des racines engendrées est insensible aux signes de $q$,  $q'$ et $q''$,
		et encore moins au signe de $n$ qui n'intervient que pour exprimer les racines  $x_C\pm n$ du polynôme dérivé.
		Par contre, avec  $(n,-p,q)$,
		on obtient un ensemble de racines symétrique par rapport à $x_C$ de celui obtenu avec $(n,p,q)$,
		le changement de  signe  de $p'$ ou $p''$ permet donc  de retrouver les mêmes racines qu'avec $(n,p,q)$.

		On peut de plus vérifier que si $\left( n,p,q \right) $ est une solution primitive
		alors $\left(n,\abs{p'},q'  \right)$ et $\left( n,p'',\abs{q''} \right)$ sont aussi des solutions primitives,
		car si $d$ est  un diviseur premier de $\text{pgcd}(n,p',q')$ ou de  $\text{pgcd}(n,p'',q'')$,
		il doit aussi diviser $p'+q'=p''+q'''=2p$ et $q'-3p'=3p''- q''=2q$.
		Mais, puisque $\text{pgcd}(n,p,q)=1$,
		le seul facteur premier que  pourraient avoir en commun $n$, $2p$ et $2q$ est nécessairement  2,
		pourtant $n$ ne peut pas être  pair,
		sinon  $p$ et $q$ qui doivent être   nécessairement   de même parité  seraient tous les  deux impairs.
		Or dans $\ZnZ8$  on a  $\overline1²\equiv\overline3²\equiv\overline5²\equiv\overline7²$,
		on aboutirait alors  à une contradiction,
		car  avec $n$ pair,
		la projection dans $\ZnZ8$	de l'égalité $12n^2=3p^2+q^2$     donnerait  $\overline0=\overline4$.

	  Finalement nous allons vérifier    que parmi  les trois solutions primitives    $( n,p,q)$, $( n, \abs{p',} q')$ ou $( n', p'', \abs{q''})$,
	    il y en a toujours une et une seule   dont la dernière composante  est  paire.
		En observant les  deux formes possibles des solutions de l'équation diophantienne à la fin  du paragraphe précédent,
		on voit   que l'un des trois entiers $q$,  $q'$ ou $q''$ doit  de plus   être  multiple de 24 ;
		ce qui fournit un excellent moyen d'accélérer la recherche de nos gentilles fonctions  à l'aide de moyens numériques.
		Cela  apparait immédiatement si on utilise des entiers $u$ et $v$ de parités différentes,
		dans cette situation on a du poser $q=12uv$ qui  est évidemment multiple de 24 puisque  $u$ ou $v$ est pair,
		et de plus $q'$ et $q''$ ne peuvent pas être pairs,
		car par projection de $q'$ et $q''$  dans $\ZnZ2$ on obtient
		$\overline{q'}=\overline {q''}=\overline{3(u^2-v^2)\pm6uv}=\overline{u-v}=\overline1$.

		Par contre si on utilise  des entiers  $u$ et $v$ impairs  et que l'on doive  poser	$(p,q)=\left(\dfrac{\abs{3u^2-v^2}}2 \,,\,3uv\right) $,
		il est évident que $q=3uv$ et impair	et  on a  $\{q',q''\}=\left\{ \dfrac34\left|3u^2-v^2-2uv \right|,\dfrac34\left| 3u^2-v^2+2uv \right|\right\} $.
		Si  $u$ et $v$ impairs on vérifie alors   qu'un et un seul des deux nombres $3(3u^2-v^2\pm2uv)$ est divisible par 8.
		car en arithmétique modulo 8 les entiers impairs $u$, $v$ et $uv$ sont   nécessairement  équivalents  à 1, 3, 5 ou 7,
	    on a donc  les congruences modulo 8 suivantes :  $u^2\equiv v^2\equiv 1 $.
		Il ne nous reste donc que  quatre cas à  envisager :
		\begin{itemize}
			\item si $uv\equiv1$ alors  $3u^2-v^2-2uv\equiv3-1-2\equiv0 $ et $3u^2-v^2+2uv\equiv3-1+2\equiv4 $,
			\item si $uv\equiv3$ alors  $3u^2-v^2-2uv\equiv3-1-6\equiv4 $ et $3u^2-v^2+2uv\equiv3-1+6\equiv0 $,
			\item si $uv\equiv5$ alors  $3u^2-v^2-2uv\equiv3-1-10\equiv0 $ et   $3u^2-v^2+2uv\equiv3-1+10\equiv4 $,
			 \item si $uv\equiv7$ alors  $3u^2-v^2-2uv\equiv3-1-14\equiv4 $ et $3u^2-v^2+2uv\equiv3-1+14\equiv0 $.
		\end{itemize}
		Dans les quatre cas on voit que les deux entiers $\dfrac34\left( 3u^2-v^2-2uv \right) $ et    $\dfrac34\left( 3u^2-v^2+2uv \right) $
		sont bien, de parités différentes,
		on arrive donc à la conclusion suivante :
			\begin{center}
				\setlength{\fboxsep}{4pt}
		\fbox{\parbox{14cm}{\centering Pour toute gentille  fonction polynomiale $f : \R\longrightarrow \R$  de degré 3 	il existe  :\\[2mm]
		\begin{itemize}
			\item deux  entiers naturels  de parité différentes  $u$ et $v$ premiers entre eux  tels  que  3 ne divise pas $v$,
			\item un couple   d'entiers relatifs $(x_C,d)$,
			\item un nombre  réel  $a$ non nul,
		\end{itemize}
	 qui permettent d'exprimer $f$ sous la forme suivante :\\[2mm]
		$f(x)=a\left( x-x_C+d(6u^2-2v^2) \right)\left( x-x_C-d(3u^2-v^2+6uv )\right)\left( x-x_C-d(3u^2-v^2-6uv ) \right)
		$}}\end{center}
		On aurait pu dès le départ exhiber  le polynôme $P$ unitaire de degré 3  dont les racines entières sont :
		\[x_1=x_C-d(6u^2-2v^2) \quad,\quad x_2=x_C+d(3u^2-v^2+6uv )\quad,\quad  x_3=x_C+d(3u^2-v^2-6uv ),
		\]
		puis vérifier  par un  simple calcul  que   $x'_1=x_C+d(3u^2+v^2)$  et $x'_2=x_C-d(3u^2+v^2)$,
        sont bien les racines de   $P'(X)=3X^2-2(x_1+x_2+x_3)X+x_1x_2+x_2x_3+x_3x_1$  en constatant que :
     	\[ x'_1+x'_2=2x_C =\dfrac{2(x_1+x_2+x_3)}3\text{\quad et \quad} x'_1x'_2=x_C^2-d^2(3u^2+v^2)^2=\dfrac{(x_2+x_3)x_ 1+x_2x_3}3
		\]
		Mais notre  étude en dit  plus,
		en affirmant  que toutes les fonctions que nous cherchions peuvent s'exprimer sans exception comme nous venons de le faire ci-dessus,
		même les cas particuliers avec  une  racine double s'obtiennent en posant  $(u,v)=(0,1)$,
		et ceux avec une  racine triple  peuvent s'obtenir en posant    $d=0$.

       Dans l'expression générale d'une gentille fonction polynomiale de degré 3 ci-dessus,
       le  réel $a$ non nul  peut être quelconque,
       cela  permet de fixer le  centre de symétrie    de la courbe représentative de la gentille fonction que l'on souhaite créer,
       à condition qu'il ait une ordonnée $y_C$non nulle.
       L'abscisse de ce centre de symétrie est $x_C$,
      on doit donc avoir   $f(x_C)=y_C$.
		En posant $p=d(3u^2-v^2)$ et $q=6duv$ on obtient $f(x_C)=2ap(p^2-q^2)$,
		avec trois racines distinctes on a $p(p^2-q^2)\neq 0$,
		il suffit alors de poser  $a= \dfrac{y_C}{2p\left(p^2-q^2\right)}$ pour obtenir $f(x_C)=y_C$.

		À titre d'exemple,
		revenons sur la manière avec laquelle  a été  choisie  l'illustration du paragraphe  \ref{ts} :
		\begin{enumerate}
		\item[(a)] On a choisi de  placer arbitrairement le centre de symétrie en $\coord{C}{8}{2}$, d'où $x_C=8$.
		\item[(b)]  On a été au plus simple en choisissant  $(u,v)=(1,2)$ et $d=1$,	 on obtient  $(n,p,q)=(7,2,24)$ et les racines :\\
		\mbox{$x_1=x_C+p=10$}\quad,\quad \mbox{$x_2=x_C-\dfrac{p-q}2=19$}\quad,\quad \mbox{$x_3=x_C-\dfrac{p+q}2=-5$}

		\item[(c)] 	Étant donné  le polynôme $P$ tel que   $P(X)=(X-10)(X-19)(X+5)= X^3-24X^2+45X+950$,
			son polynôme dérivé  $P'$ tel que $P'(X)=3\left(X^2-16X+15\right)$ admet  bien pour  racines
		 $x'_1=x_C-n=1$ \ et  $x'_2=x_C+n=15$.
		\item[(d)] On a $P(8)=286$,
			on a donc posé $a=\dfrac{2}{286}$ et nous avons représenté la fonction   $f$	telle	que  :
			\[f(x)=\dfrac 1{143}\left(x^3-24x^2+45x+950\right) \text{ \quad et \quad }
				f'(x)=\dfrac 3{143}\left(x^2-16x+15\right)
			\]
		\end{enumerate}
%\pagebreak
\appendix
\section{Recherche des solutions de $12n^2=3p^2+q^ 2$ avec python}
Le script suivant permet d'afficher les solutions pour tous les entiers $n$
compris entre deux bornes qu'il faut entrer  à son lancement,
Il s'arrête dès que  pour un même entier $n$,
on a obtenu un nombre de  solutions supérieurs ou égal à $s$ qui est le troisième paramètre demandé.
En demandant  l'arrêt pour au moins 4 solutions on en obtient 6,
cela ne peut pas nous étonner car on sait  qu'elles sont en nombre multiple de 3.
En demandant l'arrêt pour au moins 9 solutions, on en obtient 12,  jamais 9 ;
en demandant au moins 15 solutions,
le plus petit entier $n$ obtenu est 53\,599 pour lequel  il y a 24 solutions,
et pire encore dès que l'on en  demande au moins 25,
après un long temps de calcul on obtient 48 solutions pour $n=3\,591\,133$.
On peut aussi vérifier qu'il n' y a aucun entier inférieur à $3\,591\,133$,
pour lequel il y aurait  un nombre de   solutions différent de  3, 6, 12, 24, 48.

On peut donc conjecturer  que le  nombre de solutions serait toujours  de la forme $3\times 2^a$ avec $a\in\N$,
plusieurs heures de calcul sur ordinateur avec le script  ci-dessous légèrement modifié pour ne tester que les entiers
écrits sous la forme $n=3u^2+v^2$ avec $u$ et $v$ premiers entre eux,  de parité différente et tel que 3 ne divise pas $v$,
n'ont pas pu remettre  en cause  cette hypothèse,
mon ordinateur tourne encore pour trouver un nombre de solutions au moins égal à 51.
\setlength{\fboxsep}{0pt}\setlength{\fboxrule}{0.5pt}
\begin{center}
	\fbox{\IncludeGraphics[width=\linewidth]{python2}\hspace{-2.8mm}}
\end{center}
%\pagebreak

\section{Équations de degré  3 qui n'ont qu'une ou deux  solutions dans $\R$ \label{an}}
	Il s'agit toujours de résoudre $f(x)=0$ où   $f$ est la fonction polynomiale de degré trois à coefficients réels telle	que $f(x)=x^3+bx²+cx+d$.
	Lorsque le discriminant  réduit  $\Delta=b^2-3c$ est positif,
	on pourra  considérer le cercle $\mathcal C$ de rayon $r=\dfrac{4\sqrt\Delta^3}{27}$,
	et  centre  $\coord{C}{-\dfrac b3}{f\left( -\dfrac b3\right)}$.
	Les situations où notre équation du troisième degré  n'admet plus trois solutions réelles distinctes  sont les	suivantes :
	\subsection{ Le cercle $\mathcal C$  est   tangent à l'axe des abscisses}
		Lorsque  $f\left(-\dfrac{b}{3}\right)=\pm\dfrac{r^3}4$,
		le cercle $\mathcal C$  de la figure \ref{gc} n'est plus sécant avec l'axe des abscisses,
		mais lui   est seulement   tangent.
		Il  y a un doublon dans les expressions des   solutions  de $f(x)=0 $ du paragraphe \ref{ts},
		il n'y a donc que deux solutions qui s'expriment très simplement à l'aide de radicaux:
		\begin{itemize}
			\item lorsque  $f\left(-\dfrac{b}{3}\right)>0$,
				on a   $x_1=x_3=\dfrac{-b}{3}+\dfrac r2$   avec  $\alpha_0=-\dfrac\pi3 $ ;
			\item lorsque $f\left(-\dfrac{b}{3}\right)<0$,
				on a  $x_2=x_3=\dfrac{-b}{3}-\dfrac r2$  avec  $\alpha_0=0$.
		\end{itemize}
	\subsection{Le cercle $\mathcal C$   ne rencontre plus l'axe des abscisses}
		On observe sur les graphiques de la figure \ref{c1} que le cercle $\mathcal C $ ne rencontre plus l'axe des abscisses,
		lorsque  \mbox{ $f\left(-\dfrac{b}{3}\right)\notin\interff{-\dfrac{r^3}{4}}{\dfrac{r^3}{4}}$},
		l'équation $f(x)=0$ n'admet donc plus qu'une seule solution réelle.
		La fonction $\text{arccos}$ définie  seulement sur $\interff{-1}{1}$ ne peut plus être utilisée,
		mais   on pourra  avoir recours à la fonction cosinus hyperbolique
		$\fonction{\ch}{\R}{\R}{x}{\dfrac{\expr x+\expr{-x}}2}$,
		et l'identité :
		\[ \ch^3(x)=\left(\frac{\expr{x}+\expr{-x}}2 \right) ^3= \frac{\expr{3x}+\expr{-3x}}8+3\frac{\expr{x}+\expr{-x}}{8}=\
		\dfrac14\ch(3x)+\dfrac34\ch(x)\]
		Pour mettre en évidence l'unique solution de  $f(x)=0$,
		on continuera à poser  $r=\dfrac{2\sqrt{\Delta}}{3}$,
		mais il faudra tenir compte du fait  que Argch est définie seulement sur $\interfo{1}{+\infty}$.
		On posera alors
		\stabilo{jaune}{$\alpha_0=\dfrac13\text{Argch}\left(\dfrac4{r^3}\left|f\left(\dfrac{-b}{3}\right)\right|\right)$},
		puis selon  le signe de  $f\left(\dfrac{-b}{3}\right)$,
		on utilisera    le  développement de Taylor vu en \ref{ts} avec $h= r\ch(\alpha)$  ou bien $h=-r\ch(\alpha)$  :
		\[\stabilo{jaune}{$f\left(-\dfrac{b}{3}+r.\ch(\alpha)\right)=
			f\left(-\dfrac{b}{3}\right)+ \dfrac{r^3}4\ch(3\alpha)$}
			\text{\qquad \qquad}
			\stabilo{jaune}{$f\left(-\dfrac{b}{3}-r.\ch(\alpha)\right)=
			f\left(-\dfrac{b}{3}\right)- \dfrac{r^3}4\ch(3\alpha)$}
		\]
		\begin{figure}[h]
			\hfill \IncludeGraphics[width=8.5cm, trim=20 30 20 20]{cubique_4}\hfill\IncludeGraphics[ width=8.5cm, trim=20 30 20 20]{cubique_2}\hfill\\
			\caption{\footnotesize Cubiques sécantes avec l'axe des abscisses en un seul point \label{c1}}
		\end{figure}
		\begin{itemize}
			\item si $f\left(-\frac{b}{3}\right)<0 $	 avec   la première égalité on obtient la solution   $-\dfrac{b}{3}+r.\ch(\alpha_0)$,
				(graphique à gauche en figure \ref{c1} ).
			\item si $f\left(-\frac{b}{3a}\right)>0$ avec la deuxième  égalité on obtient la solution   $-\dfrac{b}{3}-r.\ch(\alpha_0)$,
				(graphique à droite en figure \ref{c1} ).
		\end{itemize}
		Dans les deux cas,
		la solution est exprimable par radicaux réels
		et ne nécessite  plus l'utilisation des fonctions ch et Argch,
		car 	on peut montrer  que la  restriction  de ch à $\R^+$ est injective et que sa fonction réciproque est :
		\[\fonction{\text{Argch}}{\interfo1{+\infty}}{\R^+}{y}{\ln\left(y+\sqrt{y^2-1}\right)}
		\]
		En posant  $y=\abs{\dfrac4{r^3}f\left(\dfrac{-b}{3}\right)}$, on a :
		\[\ch\left(\dfrac13\rm{Argch}(y)\right)
			=\dfrac{\expr{\frac13\rm{Argch}(y)}+\expr{-\frac13\rm{Argch}(y)}}2
			=\dfrac{\expr{\frac13\ln\left(y+\sqrt{y^2-1}\right)}+\expr{-\frac13\ln\left(y+\sqrt{y^2-1}\right)}}2
			=\dfrac{\sqrt[3]{y+\sqrt{y^2-1}}+\sqrt[3]{y-\sqrt{y^2-1}}}2
		\]
	\subsection{$f$ est strictement monotone sur $\R$}
		Nous distinguerons les deux cas $\Delta=0$ et $\Delta<0$.
		Lorsque $\Delta=0$,
		bien que $f'$ s'annule en   $\dfrac b3$,
		$f$ est strictement monotone car $f'$ ne change pas de signe.
		Le développement de  Taylor de $f$  en $\dfrac{-b}{3}$   prend alors la forme très simple
		\mbox{$f\left(-\dfrac{b}{3}+h\right)=f\left(-\dfrac{b}{3}\right)+h^3$},
		la seule racine réelle de l'équation $f(x)=0$ est $x_0=-\dfrac{b}{3}+\sqrt[3]{-f\left(-\dfrac{b}{3}\right)}$.

		Lorsque $\Delta$ est strictement négatif,
		comme précédemment $f'$ ne change pas de signe  et $f$ est  strictement monotone.
		Dans cette situation,
		le  calcul de l'unique solution réelle de l'équation $f(x)=0$ est plus complexe,
		nous aurons  recours à  la fonction sinus hyperbolique
		$\fonction{\sh}{\R}{\R}{x}{\frac{\expr x-\expr{-x}}2}$,
		qui vérifie  l'identité  :
		\[\sh^3(x)=\left(\frac{\expr{x}-\expr{-x}}2 \right)^3= \frac{\expr{3x}-\expr{-3x}}8-3\frac{\expr{x}-\expr{-x}}{8}=\
			\dfrac14\sh(3x)-\dfrac34\sh(x)
		\]
		Avec \stabilo{jaune}{$r=\dfrac{2\sqrt{\abs\Delta}}{3}$},
		le développement de  Taylor de $f$  en $\dfrac{-b}{3}$   permet les calculs successifs  suivants  :
		\[ f\left(-\dfrac{b}{3}+r.\sh(\alpha)\right)
			= f\left(-\dfrac{b}{3}\right)+
			\dfrac{r^3}{4}\left(3\sh{(\alpha)} +4\sh^3(\alpha)\right)= f\left(-\dfrac{b}{3}\right)+  \dfrac{r^3}{4}\sh(3\alpha)
		\]
		En posant  \stabilo{jaune}{$\alpha_0=\dfrac13\rm{Argsh}\left(\dfrac{-4}{r^3}f\left(\dfrac{-b}{3}\right)\right)$}
		on voit que $-\dfrac{b}{3}+r.\sh(\alpha_0)$ est l'unique  solution réelle de l'équation $f(x)=0$.
		Si on pose $y=\dfrac{-4}{r^3}f\left(\dfrac{-b}{3}\right)$,
		il apparait encore que cette  solution réelle s'exprime par radicaux,
		car on   montre  que  la  réciproque  de  sh est
		$\fonction{\text{Argsh}}{\R}{\R}{y}{\ln\left(y+\sqrt{y^2+1}\right)}$.
		On obtient donc cette écriture avec radicaux :
		\[\sh\left(\dfrac13\rm{Argsh}(y)\right)
			=\dfrac{\expr{\frac13\rm{Argsh}(y)}-\expr{-\frac13\rm{Argsh}(y)}}2
			=\dfrac{\expr{\frac13\ln\left(y+\sqrt{y^2+1}\right)}-\expr{-\frac13\ln\left(1+\sqrt{y^2+1}\right)}}2
			=\dfrac{\sqrt[3]{\sqrt{y^2+1}+y}-\sqrt[3]{\sqrt{y^2+1}-y}}2
		\]
		%\pagebreak
 \section{Casus irreducibilis \label{ci}}
	On remarque  que lorsqu'une équation du troisième degré à coefficients réels n'admet qu'une  solution réelle  et une ou deux autres complexes conjuguées,
	ou bien seulement deux solutions  réelles mais aucune autre même complexe,
	elles peuvent s'exprimer  à l'aide de racines carrées et cubiques de nombres réels calculables par des opérations
	élémentaires  sur  les  coefficients de l'équation,
	l'expression  <<\,résoluble par radicaux\,>> prend alors tout son sens.
	Par contre,
	il me semblerait  préférable de dire que les équations algébriques de degré inférieur ou égal à 4,
	sont résolubles par extractions de racines,
	étant entendu  que  l'extraction de racines   doit s'étendre au corps $\C$,
	même lorsque les coefficients de l'équation sont tous réels,
	car comme nous l'avons vu,
	pour les équations du troisième degré à coefficients réels qui admettent trois solutions dans $\R$,
	il faut faire appel aux fonctions trigonométriques et leurs réciproques pour extraire ces racines !
	\begin{figure}[h]
		\centering
		\IncludeGraphics[width=10cm, trim = 0 20 0 20]{cos_pi_sur_9}
		\caption{\footnotesize \label{fci}Cubique qui coupe l'axe des $x$ en $x_1=\cos\dfrac\pi9$, $x_2=\cos\dfrac{5\pi}9$ et $x_3=\cos\dfrac{7\pi}9$}
	\end{figure}

	Les formules de Cardan et l'utilisation de  $\rm{ {j}}=-\dfrac12+\rm{ {i}}\dfrac{\sqrt{3}}2$
	qui est l'une des racines cubiques de l'unité habituellement notée ainsi,
	nous sont d'aucune aide pour pouvoir  exprimer  par exemple $\cos\dfrac\pi9$ par radicaux  de nombres réels,
	ce réel  est pourtant solution de  l'équation $ 8x^3- 6x-1=0$, 	(\,voir figure \ref{fci}\,).
	Pour résoudre cette équation,
	Jérôme Cardan\footnote{Nom francisé du mathématicien Girolamo Cardano né à Pavie en 1501 :
		\href{https://fr.wikipedia.org/wiki/J\%C3\%A9r\%C3\%B4me\_Cardan}{https://fr.wikipedia.org/wiki/Jérôme\_Cardan}}
    poserait $x=u+v$ pour écrire l'équation  de la façon   suivante  :
	\[8(u+v)^3-6(u+v)-1=0 \qquad; \qquad  8(u^3+v^3) +24uv(u+v)-6(u+v)-1=0
	\]
    En imposant  $4uv=1=(2u)^3\times(2v)^3$, l'équation prend la forme simplifiée $ (2u)^3+(2v)^3=1$,
 tout le génie créateur de Cardan a été alors  d'imaginer,
 que $(2u)^3$ et $(2v)^3$ étaient effectivement  d'hypothétiques racines du polynôme $X^2-X+1$.
	C'est ainsi qu'on peut se permettre d'écrire cinq siècles plus tard
	\mbox{$\left\{ (2u)^3\;;\;(2v)^3 \right\}	=\left\{\frac{1+\rm{ {i}}\sqrt3}{2}\;;\;\frac{1-\rm{ {i}}\sqrt3}{2} \right\}$.}

Mais nous sommes confrontés à un \mbox{<<\,casus irreducibilis\,>>} ainsi nommé par les anciens,
	dit d'une manière plus triviale 	on tourne en rond.
	Même si aujourd'hui on sait écrire  $\frac{1+\rm{i}\sqrt3}2$ sous la forme $\expc{\frac\pi3}$
	et ses trois racines cubiques sous la forme	 $\expc{\frac{(6k+1)\pi}9}$,
	on 	n'a pas fait avancer la question  posée en posant
	 $\left\{ 2u\;;\; 2v \right\}= \left\{ \expc{\frac{(6k+1)\pi}9}\;;\;\expc{\frac{-(6k+1)\pi}9} \right\}$ et
	$x=u+v= \mathcal Re\left(\expc{\frac{(6k+1)\pi}9}\right)$.
	On sait tout simplement que $\cos\dfrac\pi9$ est un réel positif qui est  la partie réelle d'une  racine cubique  de
	$\frac{1+\rm{ {i}}\sqrt3}{2}$,
	qu'on ne sait pas extraire et évaluer sans les moyens de l'analyse numérique.

	Serait-il possible d'écrire  $\cos\dfrac\pi9 $  en utilisant  les seuls coefficients du polynôme  $8X^3-6X -1$,
	et les opérations du corps $(\R,+,\times)$   en y ajoutant le symbole $\sqrt[n]\quad$
	pour exprimer dans $\R$ des racines  carrées, cubiques, quadratiques\ldots  ?
	On sait aujourd'hui qu'il faut répondre à cette question par la négative,
	c'est confronté à ce type de problème que Jérôme Cardan fit faire un pas de géant aux mathématiques,
	en introduisant des nombres qu'on qualifiait  d'imaginaires au \rm{XVI}\up e siècle,
	et qui sont  à l'origine des nombres complexes qui n'ont plus rien de mystérieux  aujourd'hui.
\end{document}
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	% fichier de configuration   à mettre dans le même dossier  que le fichier maitre utilisant cette configuration
	\IfFileExists{ConfigClasse}{\input{ConfigClasse}}{\typeout{pas de fichier de configuration de classe}}
	\newboolean{Matieres}%option pour une table des matières
	\newboolean{PageTitre}%option pour une page d'entête/présentation
	\newboolean{FichiersIntegres}%option pour intégration des fichiers sources au pdf

	% mises à vrai des ces booléens
	\DeclareOption{tdm}{\setboolean{Matieres}{true}}
	\DeclareOption{titre}{\setboolean{PageTitre}{true}}
	\DeclareOption{fi}{\setboolean{FichiersIntegres}{true}}

	\ProcessOptions%lecture des booléens à l'aopel de personnel.sty
	\AtBeginDocument%
	       {\IfFileExists{ConfigPerso}{\input{ConfigPerso}}{\typeout{pas de fichier de configuration personnalisé}}
     		\ifthenelse{\boolean{PageTitre}}%
			{\newsavebox{\btitre}
			 \savebox{\btitre}{\parbox{10cm}%
	                 \centering\bf\LARGE   \includegraphics[width=7cm]{\logo}   }
           		 \title{\href{\httplycee}{\usebox{\btitre} } \\[3cm] \titredoc  }
             		 \maketitle
             		}{}
		\ifthenelse{\boolean{Matieres}}%
			{ \pagestyle{empty}
			  \tableofcontents\vfill
	      		   \pagebreak
	      		}{}
		\pagestyle{fancy}
      	  	\setcounter{page}{1}
      	  	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
      	  	       {\embedfile[desc= Ma redefinition de la classe book pour les documents du lyc\'e \`a enregistrer dans .../texmf ]%
      			{/home/jacques/texmf/tex/polycope.cls}
      			\embedfile[desc= source latex du fichier maitre \`a compiler pour obtenir ce document]%
      			{\jobname.tex}% inclut ce source lui-même
      			\embedfile[desc= Mon package de macro personnelles \`a enregistrer dans .../texmf ]%
      			{/home/jacques/texmf/tex/latex/personnel.sty}
      			\embedfile[desc= configuration personnelle/signature \`a enregistrer dans .../texmf ]%
      			{/home/jacques/texmf/tex/ConfigPerso.tex}
				\setboolean{FichiersIntegres}{false}
   		      }{}
      	 	}
%MISE EN PAGE
 	\RequirePackage[margin={\margeh,\margev}]{geometry}
 	\renewcommand{\headrulewidth}{0pt}

% Courbes avec pgf/tikz

%Installation de GNUPLOT e, parallèle obligatoire !!!!

% \RequirePackage{tikz}
% 	\RequirePackage[tikz]{bclogo}
% 	\newenvironment{propriete}[1]{\begin{bclogo}[logo=\bcetoile, arrondi=0.1, couleur=pink!30 , barre = snake]{ #1}} {\end{bclogo}}
%
% \newcommand*{\millimetre}[4]{
% \draw[step=0.1cm,orange, line width =0.2pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% \draw[step=0.5cm,orange, line width =0.4pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% \draw[step=1cm,orange, line width =0.8pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% \draw[step=5 cm,orange, line width =1.3pt](#1cm,#2cm) grid (#3cm,#4cm);
% }
% \newcommand*{\axes}[4]{
% \draw[arrows=->,line width =1pt] (0pt,#2cm) -- (0pt,#4cm);
% \draw[arrows=->,line width =1pt] (#1cm,0pt) -- (#3cm,0pt);
% \draw (-0.2 cm, -0.2cm) node{$O$};
% }
% \newcounter{cmptx}
% \newcounter{pas}
% \newcommand*{\graduation}[6]{
% \clip (#1,#2) rectangle (#3,#4);
% \setcounter{cmptx}{-1};\setcounter{pas}{-2*#5};
% \foreach \x in {-#5,\thepas,...,#1}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (\x cm,-0.75mm) -- (\x cm,0.75mm)
% node[anchor=north] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{-1}; }
% \setcounter{cmptx}{1};\setcounter{pas}{2*#5};
% \foreach \x in {#5,\thepas,...,#3}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (\x cm,-0.6mm) -- (\x cm,0.6mm)
% node[anchor=north] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{1}; }
% \setcounter{cmptx}{-1};\setcounter{pas}{-2*#6};
% \foreach \x in {-#6,\thepas,...,#2}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (-0.6mm,\x cm) -- (0.6mm,\x cm)
% node[anchor=east] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{-1}; }
% \setcounter{cmptx}{1};\setcounter{pas}{2*#6};
% \foreach \x in {#6,\thepas,...,#4}%
% {\draw[color=red,line width =1.5pt] (-0.6mm,\x cm) -- (0.6mm,\x cm)
% node[anchor=east] {$\thecmptx$};
% \addtocounter{cmptx}{1} ;}
% }
% \newcommand*{\magrille}[6]{
% \millimetre{#1}{#2}{#3}{#4}
% \axes{#1}{#2}{#3}{#4}
% \graduation{#1}{#2}{#3}{#4}{#5}{#6}
% }
% \newcounter{cmptxcourbe} \setcounter{cmptxcourbe}{0}
% \newcommand*{\courbe}[5][0.4pt]{
% \addtocounter{cmptxcourbe}{1};
% \draw[color=#2,domain=#4:#5,smooth,xscale=\ux,yscale=\uy, line width=#1]%
% plot[id=courbe\thecmptxcourbe] function{#3} ;
% }
%MACROS PERSONNELLES
\newsavebox{\boxexergue}   \newsavebox{\double}
\newdimen\hauteur
\newdimen\largeur
\newcommand{\exergue}[3][\linewidth]{%
	\savebox{\boxexergue}{\begin{minipage}[b]{#1-8mm}\noindent #2 \end{minipage}}
	\savebox{\double}{\raisebox{\depth}{\usebox{\boxexergue}}}
	\setlength{\hauteur}{\ht\double}
	\addtolength{\hauteur}{2mm}
	\begin{minipage}[b]{8mm}\centering
		\includegraphics[width=7mm]{#3}\\
		\rule[-2mm]{0.4mm}{\hauteur}
	\end{minipage}%
	\usebox{\boxexergue}
	}

\newcommand{\boite}[3][\linewidth]{%
	\noindent%
	\shadowbox{	\begin{minipage}[t]{8mm}
				\includegraphics[width=8mm]{#3}
			\end{minipage}\
			\begin{minipage}[t]{#1-5mm}
				#2
			\end{minipage}}

		}

\newcommand{\numero}{\no}
\newcommand{\english}{\selectlanguage{english}}
\newcommand{\french}{\selectlanguage{french}}
%intervalles avec crochets  à bonne hauteur
                     \newcommand{\interoo}[2]{\left] #1\, ; \,#2\right[}
                     \newcommand{\interof}[2]{\left] #1\, ; \,#2\right]}
                     \newcommand{\interfo}[2]{\left[ #1\, ; \,#2\right[}
                     \newcommand{\interff}[2]{\left[ #1\, ; \, #2\right]}

 \RequirePackage[all]{xy}%diagramme fléché
% \makeatother
% \newcommand{\fonction}[5]{ #1:\xymatrix@R=0pt{ #2 \ar@{->}[r]& #3\\
%                                    #4  \ar@{|->}[r]& #5}}
% \makeatletter
\newcommand{\fonction}[5]{\begin{array}[t]{rccc}
				#1 : &#2 &\longrightarrow & #3\\
			      & #4       &\longmapsto     & #5
			\end{array}
}
%contraction des tableaux trop larges à la largeur du tetxte.
\newcommand{\bl}[1]{\noindent  \resizebox{\linewidth}{!}{#1}}
\newcommand{\coord}[3]{\ensuremath{#1\left( #2 \, ;\, #3\right)}}
%Opérateurs mathématiques
	\DeclareMathOperator{\e}{e}
	\DeclareMathOperator{\I}{i}
	%\DeclareMathOperator{\i}{i}
	\DeclareMathOperator{\mes}{mes}
	\DeclareMathOperator{\ch}{ch}
	\DeclareMathOperator{\sh}{sh}
	\DeclareMathOperator{\Ln}{Ln}
	\DeclareMathOperator{\Arg}{Arg}
	\DeclareMathOperator{\Argsh}{Argsh}
	\DeclareMathOperator{\Argch}{Argch}
%ensembles de nombres : N  Z Q R C et Z/nz
        \def\R{\mathbb{R}}
        \def\IR{\mbox{I\hspace{-.15em}R}}
        \def\IK{\mbox{I\hspace{-.15em}K}}
        \def\IN{\mbox{I\hspace{-.15em}N}}
        \def\IZ{\mbox{Z\hspace{-.3em}Z}}
        \def\IC{\mbox{I\hspace{-.47em}C}}
		\def\ic{\textbf{\rm i}}		\def\e{\textbf{\rm e}}


        \def\IQ{\mbox{I\hspace{-.47em}Q}}
%crochets pour intervalles dans IN
   \def\Icrg{\mbox{[\hspace{-.3em}[}}    \def\Icrd{\mbox{]\hspace{-.3em}]}}
   \def\Im{\text{Im}} \def\ker{\text{ker}}
        \def\bR{ \hspace{.2em}%
                \mbox{\raise 0.005ex%
                       \vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.49ex}}}%
                      \hspace{-0.17ex}%
                      \raise 1.49ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.45ex}{0.1232ex}}}%
                      \hspace{-0.3ex}%
                      \raise 0.005ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.25ex}{0.122ex}}}%
                     \hspace{-.35ex}%
                      \sf R}}
\def\C{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.3ex}}}\hspace{-.3em}\sf C}}
%         \def\C{\mathbb{C}}
\def\Q{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.3ex}}}\hspace{-.3em}\sf Q}}
\def\D{\hspace{.2em}\mbox{\raise.1ex\vbox{\hbox{\rule{0.17ex}{1.4ex}}}\hspace{-.35em}\sf D}}
         %\def\N{\hspace{.2em}\mbox{\rule{0.17ex}{1.1ex}\hspace{-.32em}\sf N}}
         \def\N{ \hspace{.2em}%
                \mbox{\raise 0.005ex%
                       \vbox{\hbox{\rule{0.12ex}{1.49ex}}}%
                      \hspace{-0.12ex}%
                      \raise 1.49ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.45ex}{0.1232ex}}}%
                      \hspace{-0.3ex}%
                      \raise 0.005ex%
                      \vbox{\hbox{\rule{0.25ex}{0.122ex}}}%
                     \hspace{-.35ex}%
                      \sf N}}
         %\def\Z{\mbox{\sf Z\hspace{-.4em}Z}}
         \def\Z{\mathbb{Z}}
         \def\ZnZ#1{\raise.2ex\vbox{\hbox{$\Z$}}\hspace{-.1em}/ \hspace{-.1em}\lower.4ex\vbox{\hbox{${\text{\footnotesize{#1}}}\Z$}}}
	   \newcommand{\ssi}{\ensuremath{\Longleftrightarrow}}
	\AtEndDocument{\label{LastPage}}
	\newcommand{\nbpages}{\pageref{fin}}
	% symboles monétaires
	\def\euro{€}%pour compatibilité avec anciens fichiers avant utf8x avec   €
	\def\E{\,€\,}
	%panneau de danger
	\font\manual=manfnt % font used for the METAFONT logo, etc.
	\def\danger{{\manual\char127}}
	\def\e#1{\text{e}^{#1}}
 	\def\icomp{\text{i}}
 %inégalités  larges francisées
	 \newcommand{\ie}{\leqslant}
	 \newcommand{\se}{\geqslant}
%\coefficient binomiaux
\newcommand{\binomial}[2]%
	{ \begin{pmatrix}
	#1\\
	#2
   \end{pmatrix}}
\newcommand{\expr}[1]{\ensuremath{ \text{e}^{#1} }}
\newcommand{\expc}[2][]{\ensuremath{ \text{e}^{#1\text{i}#2} }}
%arc de cercle
	 \newcommand{\arc}[1]
	 {\widearc{#1\;}}%#2 inutile avec fourier
		%vecteur
    \newcommand{\vecteur}[1]%
		{\overrightarrow{\displaystyle\mathstrut#1\,}}%
		%{\overrightarrow{\textstyle\mathstrut#1\,\,}}%
		%{\overrightarrow{\scriptstyle\mathstrut#1\,\,}}%
		%{\overrightarrow{\scriptscriptstyle\mathstrut#1\,\,}}
		%{\overrightarrow{\mbox{\,#1\,}}}

   \newcommand{\vect}[1]%
		{\overrightarrow{\displaystyle\mathstrut#1\,}}%
		%{\overrightarrow{\textstyle\mathstrut#1\,\,}}%
		%{\overrightarrow{\scriptstyle\mathstrut#1\,\,}}%
		%{\overrightarrow{\scriptscriptstyle\mathstrut#1\,\,}}
		%{\overrightarrow{\mbox{\,#1\,}}}

 %equivalence
 \newcommand{\equivalent}[1]{
	\newbox\boxtest
	\newdimen\dimentesth
	\newdimen\dimentestv
	\setbox\boxtest=\hbox{$#1$}
	\dimentesth=\wd\boxtest
	\setbox\boxtest=\hbox{$\sim$}
	\dimentestv=\ht\boxtest
	\,\underset{#1}{\resizebox{\dimentesth}{\dimentestv}{$\sim$}}\,}

\newcommand{\monarc}[1]{
	\newbox\boxt
	\newdimen\dimenth
	\newdimen\dimentv
	\setbox\boxt=\hbox{$#1\,$}
	\dimenth=\wd\boxt
	\setbox\boxt=\hbox{\rotatebox{90}{)}}
	\dimentv=\ht\boxt
	\,\overset{\resizebox{\dimenth}{1.3\dimentv}{\rotatebox{90}{)}}}{#1\,}}
        %  flèche vecteur
%
%         \newcommand{\binomial}[2]{\begin{pmatrix}
%                                    #1\\ #2
%                                   \end{pmatrix}}
%         \newcommand{\vecteur}[1]{%
% %			\vv{#1}
% 			\mathord{\setbox0\hbox{$#1$}
%                   \mathop{\smash{#1}\setbox1\copy0\ht1 0.8\ht0
%                   \vphantom{\copy1}\mskip0.8\thinmuskip}
%                   \limits^{\hbox
%                 to\wd0{$\mskip0.8\thinmuskip$\rightarrowfill}}\mskip-0.8\thinmuskip}%
%                 }
%norne et valeur abolue d'un vecteur
           	\newcommand{\normeB}[1]{ \Bigl|\!\Bigl|#1\,\Bigr|\!\Bigr|}
             	\newcommand{\absB}[1]{ \Bigl|#1\Bigr|}
            	\newcommand{\norme}[1]{ \left|\!\left|#1\,\right|\!\right|}
              	\newcommand{\abs}[1]{ \left|#1\right|}
          %symbole retour chariot
           	\newcommand{\return}{ \ _\triangleleft\!\lrcorner}
          %déterminant 2x2
                 \newcommand{\determinant}[4]
                 {\left| \begin{array}{ccc}
                         #1&;&#2\\
                         \\
                         #3&;&#4
                 \end{array}\right|}
        %\newcommand{\coord}[3]{#1\left( #2\,;\, #3\right)}
        %repère orthonormé(O,i,j)
        \newcommand{\orthoij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}
        \newcommand{\Ouv}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{u}\, ,\, \vec{v} \,\right)}}
        \newcommand{\Oij}{\ensuremath{\left( O \, ;\, \vec{\imath}\, ,\, \vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oij}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath},\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\oi}{\ensuremath{\left(O;\vec{\imath}\,\right)}}
	    \newcommand{\oj}{\ensuremath{\left(O;\vec{\jmath} \,\right)}}
	    \newcommand{\orthoijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}
	    \newcommand{\oijk}{\ensuremath{\left(O \, ;\, \vec{\imath} \, ,\, \vec{\jmath} \, ,\, \vec{k}\right)}}

        %repère orthonormé(O,u,v)
	    \newcommand{\ouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{v}\right)}}
	    \newcommand{\orthouv}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{v}\right)}}
	    \newcommand{\ouvw}{\ensuremath{\left(O,\vec{u},\vec{v},\vec{w}\right)}}

        %limite #1 tend vers #2
	    \def\li#1#2{\lim\limits_{#1\xrightarrow{}#2 } }
	    \def\lisup#1#2{\lim\limits_{#1\overset{>}{\xrightarrow{}}#2 } }
	    \def\liinf#1#2{\lim\limits_{#1\overset{<}{\xrightarrow{}}#2 } }
	    \def\bin#1#2{\left(^{#1}_{#2}\right)}
        %parallèles bien inclinées
                  % \newcommand{\pa}{\parallelslant}
  		\newcommand{\pa}{ /\!/}

        %suite
		\newcommand{\suite}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in \N}}
		\newcommand{\suitee}[1]{\left(#1_{n}\right)_{n\in I\!\N^*}}
% Monsieur,Madame	par J.C.Charpentier
	\def\jccup#1{%
   	\setbox0=\hbox{\scriptsize \tiny #1}%
   	\setbox1=\hbox{M}%
   	\dimen0=\ht1
   	\advance\dimen0 by -\ht0
   	\setbox1=\hbox{\scriptsize {\tiny \bf #1}}%
   	\setbox0=\hbox{\raise \dimen0 \vbox{\box1}}%
   	\box0 }
%\everymath{\displaystyle}
%inclusion de fichier et graphique selon chemin relatif  au fichier
% inclus par la commande  InputTex{dossier}{nomfichier}
\def\CurrentDir#1{#1}
\newcommand{\IncludeGraphics}[2][]{%
      \includegraphics[#1]{\CurrentDir{#2}}
      	\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
      	{	\IfFileExists{\CurrentDir{#2.pdf}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.pdf}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.eps}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.eps}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpeg}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.jpeg}}}{}%
      		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.jpg}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.jpg}}}{}%
       		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.mps}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.mps}}}{}%
     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.png}}{%
      	  		\embedfile[desc=figure]{\CurrentDir{#2.png}}}{}%
     		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.tex}}{%
      	  		\embedfile[desc=Code pstricks de la figure ]{\CurrentDir{#2.tex}}}{}%
    		\IfFileExists{\CurrentDir{#2.ggb}}{%
      	  		\embedfile[desc=fichier geogebra de la figure ]{\CurrentDir{#2.ggb}}}{}%
		}{}%
	 }
		% si le premier paramètre est omis, le dossier invoqué par défaut est < . > :
		% ie : celui du source TEX  demandé par inputTex
       \def\inputTex#1#2{\begingroup
			   \edef\PreviousCurrentDir##1{\CurrentDir{##1}}
			   \def\tmp{#1}
				    \ifx\tmp\relax
						   \def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{##1}}
				    \else	\def\CurrentDir##1{\PreviousCurrentDir{#1/##1}}
				    \fi
				    % graphics path mis au répertoire contenant le fichier appelant
				    % la figure doit donc être dans le même  dossier que le source tex l'incluant
			   \graphicspath{{\CurrentDir{}}}
			   \input{\CurrentDir{#2}}
                        \endgroup}
        \newcommand{\inclure}[1]{\include{#1}
				\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
                      {\embedfile[desc= source latex de cet exercice \`a enregistrer %
                                 dans le dossier appelé par fichier maitre.]{\CurrentDir{#1}.tex}}{}}
%soustitre et entête des fiches de devoirs et T.D
	\newcommand{\exo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-2mm}\section[exercice \thesection]%
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
		     {Exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}
		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}
		     \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}
			\ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{\embedfile[desc= Exercice \chapter.\thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

         \newcommand{\corexo}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \vspace{-3mm}\section[correction exercice \thesection]
		     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{ \href{\httpordi/#1/#2/#3.tex}%
		     {Correction exercice\ \thesection\infoexoun\infoexodeux}}\hfill}
		     \def\infoexoun{} \def\infoexodeux{}
		      \inputTex{../../#1/#2}{#3} \vspace{-1mm}
                      \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}%
                      {\embedfile[desc= Correction exercice \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

         \newcommand{\pb}[3][\niveau]
                    {\setlength{\fboxsep}{1mm}\setlength{\fboxrule}{0.2pt}
                     \section[problème \thesection]%
                     {\hspace{-1.1cm}\textcolor{white}{\rule{1cm}{5mm}}
                     \hfil \shadowbox{\href{\httppordi/#1/#2/#3.tex}{Problème\  \thesection \infoexo}}\hfill}
 		     \def\infoexoun{}  \def\infoexo-deux{}
                     \inputTex{../../#1/#2}{#3}
                     \ifthenelse{\boolean{FichiersIntegres}}{ \embedfile[desc= Poblème \thesection]{../../#1/#2/#3.tex}}{}}

	\newcommand{\reponse}[2]%
		{\setlength{\fboxsep}{0.5 mm}
		 \setlength{\fboxrule}{1 mm}
	      \begin{center}
  	 	\fcolorbox{magenta}{yellow}
   		{  \parbox{#1cm}{\begin{center} #2\end{center}
   				    }
   		}
   		\end{center}
   	}
\newcommand{\theme}[1]{\def\infoexoun{\footnotesize\em\ :\ #1}}
\newcommand{\bareme}[1]{\def\infoexodeux{\footnotesize\em\ (#1)}}

\newsavebox{\montitrea}
\newsavebox{\montitreb}
%tête de chapitre pour chaque polycop

\newcommand{\PiedDePage}[1]
	{\lfoot{\tiny \sf \href{\httpperso/\niveau\classe/#1.pdf}%
        {\httpperso/\niveau\classe/#1.pdf}
	\cfoot{\footnotesize page \thepage /\pageref{LastPage} }
	\rfoot{\href{mailto:\emailauteur}{\tiny\sf{\auteur}}}
	}}

\newcommand{\entete}[3][]%
	{	\setlength{\shadowsize}{1.5pt} \setlength{\fboxsep}{6pt}
		\savebox{\montitrea}{ \href{\httplycee}%
					{\parbox[c]{ 0.3\linewidth}%
				   	  {\includegraphics[height=1.5cm]{\logo}}%
					}%
					\parbox[c]{0.7\linewidth}{\hfill #3 }
			             }
		\savebox{\montitreb}{\parbox[c]{0.65\linewidth}%
					{\href{\httpordi/\annee/\niveau\classe/#1.tex}{\em\large #2}}%
					\parbox[c]{0.35\linewidth }{ \hfill \bf\large \niveau\ \classe}
				    }
		\setlength{\fboxsep}{ 1.5 mm}
     		\chapter[#2]{\ \vspace{-1.3cm}\\ {\bl{\usebox{\montitrea}}}\\[0.5mm]
		                       \bl{\shadowbox{\usebox{\montitreb}}}}
			\PiedDePage{#1}}
\newcommand{\enteteperso}[3][]%
	       {\pagebreak
		\setlength{\shadowsize}{1.5pt} \setlength{\fboxsep}{6pt}
		\savebox{\montitrea}{\parbox[c]{0.65\linewidth}{\em\large #2}\parbox[c]{0.35\linewidth }{ \hfill#3}}

		\setlength{\fboxsep}{ 1.5 mm}
     		\chapter[#2]{\bl{\shadowbox{\usebox{\montitrea}}}}
		\PiedDePage{#1}
		}
\RequirePackage{pstricks-add}
\newcommand{\stabilo}[2]{\fcolorbox{white}{#1}{#2}}
\theoremheaderfont{\bf\scshape \color{black}}
\definecolor{cyan}{rgb}{1,0,1}
\theorembodyfont{\color{cyan}\em}

\newtheorem{Exo}{Exercice}
\newtheorem{Def}{Définition}
\newtheorem{Rem}{Remarque}
\newtheorem{The}{Théorème}
\newtheorem{lemme}{Lemme}
% \endinput



\def\httpperso{http://lyc-marguerite-valois-math.fr}				%URL site perso chez free
\def\httpordi{/home/jacques/Documents/math/DocTeX}		%dossier ordi-perso
\def\emailauteur{marot.jacques@free.fr}				%email auteur
\def\auteur{Jacques MAROT}
\author{\href{mailto:\emailauteur}{\large \sf{\auteur }}}

\renewcommand{\labelitemi}{$\bullet$}
\def\contentsname{{\hfill \LARGE Sommaire \hfill}}
%%%%%% config PDF %%%%%%%%
\pdfinfo{/CreationDate(D:20080901131054)}
 \hypersetup{ % Modifiez la valeur des champs suivants
    pdfauthor   = {\auteur},%
    pdftitle    = {\titredoc},%
%     pdfsubject  = {\titredoc},%
     %pdfkeywords = {\niveau\quad\classe, \annee},%
     pdfcreator  = {pdfTeX, Version 3.1415926-2.3-1.40.12 (TeX Live 2011)},%
     pdfproducer = {PDFLaTeX}
}

%\setlength{\cellspacetoplimit}{5pt}
%\setlength{\cellspacebottomlimit}{5pt}
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